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Delfinele iau marea in piept sAa-si afle mirii 
Chiar stelele in ceruri se-njuga-n constelatii. 


CVasile Votculescw 


CUVANT INAINTE 


Ne bucurdm exprimAnd multumirile noastre fatA de toti acei,cuno- 
scuti sau mai putin cunoscuti,care de-a lungul anilor nNe-au ajutat 
s& ajungem la aceasta cagte: suataul ¢rsSunb.¢oarte multi cei care 
ne-au ajutat... Unii ne-au dat sugestii,altii ne-au oferit idei, 
uneori ne-am straduit impreuna s& descifram un amAnunt nelAmurit, 
alteori invAtam din intrebdarile mestesugite sau poate chiar naive 
ale interlocutorilor nostrii. 

Devenirea spre aceastA carte este un foarte bun exemplu de altru- 
ism,de bunAdtate si d&druire,de mers impreund pe drumul descoperirii 
frumusetilor Wepike 

Cine g&andeste nu doar la mama sa si la tatAl sAu,la sine $i 


la familia sa,descopera o familie mult mai mare,descopera pretu-, 


tindeni viata.pe care incepe sa @ iubeasca tot mai mult in tcate 
formele ei de manifestare. 

Matematica ne ajutA pe acest dtuncseidetvanducne si imbogatin- 
du-ne nu dear capacitatile intelectuale,gAandirea,logica si aigorit-— 
mii nogtrii ee decizie,dar in multe feluri contribuie $i ila imbo- 
g4tirea noastlAa sufleteasca. Ne ajuta sAa facem ordine si lumina aco- 
lo unde la Inceput simteam ca este posibila doar o evolutie empi- 


rica - in noi insin 
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Pentru elevi gi profesori,pentru candidatii la concursul de ad- 
mitere in invALAam4antul cape s eeae ee toti cei interesati,oferim 
aceasta succesiune de metode f{ntilnite in studiul analizei matema- 
tice de liceu,care sA& ie permitaAa reducerea a cat mai diverse pro- 
bleme noi la cAt mai multe scheme de lucru deja cunoscute. 

Am urm4rit prezentarea intr-o maniera metodica,avantajoasa pen- 
tru cititor,a celor mai frecvente metode de calcul intAalnite in 
studiul analizei matematice la acest nivel. . 

Astfel,in aceast&a carte puteti gA&si: 

- Metode pentru demcnstrarea egalitdtilor de multimi, 

- mebtlode pentru demonstrarea bijectivitatil functiilor, 

metode pentru studiul monotcniei sirurilor si functiilor, 

~ m2tede comune pentru calculul limitelor de siruri gi de 

funetii, 

~- metode specifice pentru calculul limitelor de siruri, 

— metode pentru studiul continuitatii si a derivabilitatii, 

= mavede pentru a determina existenta rAdAcinilor unei ecuatii, 


- aplicatii ale teoremelor lui Fermat,Rolle,Lagrange, Cauchy, 


~ metode pentru demonstrarea unor egalitati si inegalitAti, 

- metode pentru a aradta c& o functie are primitive, 

- metode pentru a ar&dta c4& o functie nu are primitive, 

- metode pentru a arata cA o functie este integrabila, 

—- metode pentru a arata cA o functie nu este ingrabila. 
Pentru imbunatdatirea acestei prezent4ri suntem bucurosi sA pri- 


min sugestiile $i cbservatiile dumneavoastr aA. 


C. Dumitrescu, CAasuta Postala 811 
Craiova €11003 ,Romania 


F. Smarandache, P.C. Box 42561 
Phoenix, Arizona,U.S.A. 
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1 TEORIA MULTIMILOR 


Q multime este determinata cu ajutorul uneia sau mai multe pro- 
prietati pe care cerem sa le satisfaca elementele sale. 

Cu aceasta definitie s-ar pdrea cA putem considera ca multime 
orice totalitate de obiecte. Totusi lucrurile nu stau asa. 


Daca presupunem, prin absurd, cA orice totalitate de obiecte 


formeaz4S o multime atunci totalitatea multimilor ar forma la ran- 


dul ei o multime, pe care si o notdm de exemplu cu M.Dar atunci si 


familia P(M) a partilor sale ar forma o multime. Am avea deci 


P(M) e M. 


Notand prin card M numdrul elementelor lu1r M, vom avea 3: 
card P(M) < card M 
Dar o teorema datorata lui Cantor aratda ca avem intotdeauna 
card M < card P(M) 


Prin urmare, in mod Surprinzator poate, nu orice totalitate de 


obiecte poate fi considerats multime. 
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GPERATII CU MULTIMI 


DEFINITIE: Se numesgte multime totala, notata cu T., multimea 
obiectelor matematice cu care se juceeasi va un moment dat. 
De exemplu, 
— desendand maltimi pe foaia de caiet, multimea to- 
talA este foaia de caiet; 
~ desendand matted ae tabla. multimea totala este 
multimea sunctelor tablei. 

Prin Avie s qanltaiees totala nu est@ unica, ea depinde de felul 
obiectelor matematice cu care lucram la un moment dat. 

In diagramele urmAtoare vom reprezenta multimea totala printr—un 
dreptunghi, iar submultimile lui T prin suprafete interioare aces— 
tul dreptunghi. O astfel de diagramAaA se numeste diagrama 

Euler—Venn. 


Avem in vedere urmadatoarele operatii cu multimi : 


1. INZERSECTIA. 
ANB={-x &€T {| x~Ee€A Si x E€B}F 
Deocarece la un moment dat lucrdam doar cu elemente din T , con- 


ditia x e T poate fi subanteleasa, deci putem scrie: 


ANH#={ x { xe A $i x €B} 


ANB 
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y 


Mai general, 


S44 observa4am ca: 


x €ANB <==—> x &€A sau x €B 


2. REUNIUNEA. 


AUB={ x { x ef sau x €B} 


AUB 


Ca $i in cazul intersectiei, putem considera: 


A={x | Bien, x.¢ A} 


L=4 i 
Se observa ca: 


x € AUB <===> x &€ A st x €B 


3. DIFERENTA. 


A-B={ x |] »x»Ee€A $i x €B} 


A-B=CB 
A 


Retinem ca: 


x €A-B <=s=> x @A sau x eB 
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4. COMPLEMENTARA. 
Complementara unei muitimi A este diferenta dintre multimea 
totala i A. 
ciA ={x {| x»eEeT gi x e€AF=EKX | xX BAF 


Complementara unei multimi se mai noteazAa cu CA sau cu A. 


Sa observam ca 
x € CA <===> x EA 
Mai general, putem vorbi de complementara unei multimi fata 
seo alta multime,oarecare. Astfel, 
c,8 = {xX } *xeEeB gi x A} 


este complementara multimii B fata de multimea A. 


3. DIFERENTA SIMETRICA. 


A AB = (A —- B} U (B - A) 


Avem x @A AB <===> x @A-B Si x@#@B-A. 


&. PRODUSUL CARTEZI AN. 
AX B= { (x,y) 1 xEe@€A $i yeB?} 


Produsul cartezian a doud multimi este deci o multime de pe-— 
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rechi ordonate de elemente, primul element fiind din prima multime, 


iar al doilea element fiind din a doua multime. 


De exemplu, RX R= {€ (x,y) i x~eEeR,y e@€R}, tara 


imagine intuitiva a acestei multimi este data in figura 1.1. 


Fig. 1.1 


Prin analogie, produsu} cartezian a trei multimi este o 
multime de tripjete: 
AX BXC# { (x%syY3,2) Jj x~eA,yeB,2eEeC} 
3 


O imagine intuitivA a lui R =R XR xX R_ este dats in fa- 


gura de mai jos. 


(Xs¥sz) 


RX RXR 
Fig. 1.2 


Mai general, 
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n 
x A = ¢{ (X aX see eek) | x € A. pentru orice i € 1,n } 


METODE PENTRU DEMONSTRAREA EGALITATII A DQUA MULTIMI1 


Dificultatile $i surprizele intdalnite incercand sa definim 
riguros notiunea de multime nu sant singurele din teoria multi- 
milor. 

O altd surpriza este cA binecunoscutul ($i intuitiv evidentul ) 
procedeu de dewonstrare a egalit4tii a douda multimi prin dgubla 
ingluziune este - la nivelul definirii riguroase a multimilor - 
doar Q axiom4. 

A=B <===> ASB si BEA (1.1) 

Acceptaénd aceastAa axioma,vom exemplifica in cele ce urmeaza 


urmAatoarele douda metode pentru demonstrarea egalitAatilor de mul- 


CAD DUBLA INCLUZIUNE (exprimatA prin echivalenta (1.1)) 

CB) UTILIZAREA FUNCTIEI CARACTERISTICE A UNEI MUL TIMI 

Dam mai intéi cateva detalii ale acestei a doua metode. care 
in practicada este mult mai rapida, deci mai comod de utilizat decat 


Prima metoda. 


DEFINITIE. Se numeste functie caracteristicda a multimii A func— 
tia p : T ——» {0,1} definitda prin : 
1 ' daca x eA 
P(x) = 
QO daca x €A 
Dupda cum se observda numerele oO si 1 folosesc pentru a im 
parti elementele multimii totale T in doud categorii: 


(1) o categorie contine acele elemente x in care va- 


aw. 


loarea lui , este 1 (elementele lui A) , 


(2) din a doua categorie fac parte acele elemente in 
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care valoarea lui P, este O (elementele care 
nu sunt in A). 
Procedeul CB) de demonstrare a egalitatii a doud aultimi se 
bazeaza pe faptul ca orice multige este determinatda in mod unic 


de functia sa caracteristica, in sensul cA: 
exist’ o bijectie de la multimea P(T) a submultimilor 


lui T la multimea Q(T) a_functiilor caracteristice 


definite pe T. (vezi exercitiul VIT) 
Asadar, 
A=B8B (===> “=e, (1.2) 


PROPRIETATI ALE FUNCTIEI CARACTERISTICE 


6 

8 

x 
i 


9,009) 


6 
8 
x 

r 


P(x) + ,'*) —- p(x) 


p_) Pe) = P(x) —- p.. (x) 


e,) Po, 6%) =i1i- P(x) 
P,) Pan’ ™? = e,(%) + P,(%) - 2-9 (x) 
e) ? xp’ *?¥) = P(x) ety) 


Py P08) ei, (%) 
?,) gi) =O , 9, (x) =i 
p,) ACB <===> P00 < (x) pentru orice x ée€ T. 
SA demonstram de exemplu | p,)- Pentru aceasta sA observaAam cA 
multimea totala T este impartita de multimile A si B in cel mult 
patru regiuni 3: | 
1) pentru punctele x gore nu apartin nici lui A nici lui B 


avem p (x) = P,(*) =O si p(x) =O. 


2) pentru punctele x care sunt in A si nu sunt in B avem 
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po ais. p(x) =O Si Ot) 


3) daca x @€A si»x*xeEsB 


egalitatile rezultAa analog. 
8) daca x € B six «A 


EXERCITITI 
I. Utiliz&nd metodele CA> $i ¢BD ard&dtati ca ; 


1. A- (BMC) 


(A&A -— Bp) U (A —- DO} 


a2 a- {BU 


Oo 
ti 


(A - B) A (A-C) 
3. €(e8 aC) = CBv ce 


4 C(B UC} a cc 


tt 
@) 
is) 


5S An (B - C) 


(AO B} - (ANC) 
5B AU(B- A) =AUB 


7 A - (A - BS 


ANB 
8. C(CB} = 8B 


9. AuCAZ=T,ANCA=86 


REZOLV ARI: 

CA {dubla incluziune) 

S&A abservam cA pentru rezolvarea unei probleme de matematica 
raspundem succesiy la grupe de douad ee ee 2 

{q)} CE AYEM DE ARATAT ? 

(Q) CUM ARATAM ? 

RAaspunzand la intrebarea (Q) putem ajunge la o noua intrebare 
(q). Astfel, pentru exercitiul 1 raspunsul la intrebarea (q) estes 

(r) s avem de aradtat ao egalitate de multimi 

lar rAspunsui la intrebarea (Q) este : 

(R.) : putem arAta aceastAd egalitate prin doud metode : utili- 
zand dubla incluziune, sau utilizdadnd proprietatile functiei carac— 


teristice. 
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Alegem prima metoda $i ajunges din nou la {(q).De data 
acenetn raspunsul este ; 

(r)) : avem de ardtat doud incluziuni, 

iar rAspunsul la intrebarea (Q) corespunzAtoare este 

(R,) : arAdtAam pe rand cate o incluziune . 

Apoi, : 

(r,? s avem de aratat o incluziune 

(R,) s aratam cA un element arbitrar din "multimea inclusaA” 
este in "“multimea care include”. 

Sigur ca de obicei tot acest rationament este mental, rezol-— 
vitorul incepe prin: 

a) fie x eA - (B -C) , oarecare [pentru a continua citim 
ultima operatie Cdi ferenta?] s <===> x €A Si x @BNC Ceri- 


tim operatia devenita ultima Cintersecttad}] <=2=> 


x €B x E€A si x €B 
x eA Si sau {===> sau (1.3) 


xeA gsi x€C 


Din acest moment nu mai avem operatii de explicitat $i putem 
regrupa enuntul la care am ajuns in mai multe feluri (multe impli- 
catii rezulta din (1.3). dar numai una ne intereseaza — concluzia 
exercitiului) de aceea trebuie sAd actualizam concluzia: 

x € (A — B) VU (A — C) a x*EA-B sau x e~A-C 

Observam cA din (1.3) rezulta imediat aceasta concluzie, 
deci incluziunea este demonstrata. 

Pentru a doua incluziune: fie x e (A — B) U (A - C), Cctitin 


ultima operatite Creuntuneaq@] <===> 


x € A-B 
sau <===> [cittm operatia davenita ultima] =2=> 


\ 
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x € A si xeB x #B 
sau <=s=> xeEeA $i |: sau (1.4) 
x eA gsi x €C x € C 


Nu mai avem operatii de explicitat, deci detaliem concluzia 
la care vrem sA ajungem: x € A- (BNC), adica x @A Si 


x €BNC , afirmatie care rezuita imediat din (1.4). 


5. (r) : avem de ardtat o egalitate de multimi 


(R.) aratam douada incluziun2 


(r,) avem de arAtat Oo incluziune 


(R,) s aradtam c& fiecare element din multimea inclusa 


este in multimea care include. 
Fie x E€A- (A - B) , Sarecare [ctitin ultima operatte Cdt- 
ferent@)] <===: xeA gsi x~ @A-#B [citin opecratia care a 


Geventt ulttmal ===> 


x <€ A : 
x E€f $21 sau (1.5) 
x € B 


Nu mal avem oneratii de explicitat, deci reactualizam 
concluzia: 
x E ANB adica xEeA $i xeB. 


Qbservam cA (1.5) este echivalent cu =: 


sau 


x € A gsi x €A 
x € A gsi x EB 


Prima afirmatie este fals4, iar din a doua rezulta x #a ANB. 


Vom rezolva aceleasi exercitii utilizadnd proprietatile functiei 
caracteristice $i echivalenta (1.2). 
1. Avem de arAdtat ca Oca. = Fig Big tin 


(r,) s avem de arAatat o egalitate de functii 


(R) : deoarece domeniul si codomeniul celor douada functii 
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coincid, mai trebuie ardatat cd valorile lor coincid, adica 


(x) = ¢ (x) pentru orice x e€ T 


* 2 ) (A-BILKA-C) 


Pa-ene 


R4spunsul la intrebarea (Q) corespunzAtoare este 


(R,) : explicitam ambii membri ai egalit4atii precedente. 


P-cpanc!* = [ctttm ultima operatie Cdiferent@ st aplicanr 
proprietatea P,) = p(x) be © enc? *? = ({citim operatta devenita 


ulttma st aplican proprietatea ?,] = 


= P(x) - P00) p(X) 9X) ° (1.6) 


‘Membrul doi al egalitatii devine succesiv: 
Pawnee e a Pa 7 Pg) ~ Pn aT ee = j 
( p,00 — @ OO }> ( 2.09 GO) 3 es PO, pO PR, LOO = 
(9,00 - eOO-e OO J + ( 9,00 - eB, 09-e CO J - 
- Ce,60 — 9 tx) }- (09 - e,..0O) = 2-0,00 - 2,006.9, 00 = 
2,006,009 = p(x) + POH) 8 OO) + Px) OO = 


2 . wy = ; . . fury 
PE) 90) OOO Px) P, 6%) POO: 


3. Pentru a demonstra egalitatea Pa apy '*? = Pare’®) 


observam ca 3: 


Pa cap (®) = O48) — PLA Od) = pO) -— eOO-e Oo = 


POX) - px): ( pos) = Ponte? )-= P(x) = e,00° Ce Oo) = 


P.O +e 00 i= pO) 9 oO) = @ Oo. 


II. Aratati cA ; 
1. (AMB) X (CAD) = (A XC) AN CBX ©) 


2. (AUB) X C = (A XC) U (BX C} 


3. (8 - B) XC = (A XC) - (BX C) 


4. AA (BAC) = (AAB) AC 
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(ANB) A CANC) 


5. AN (BAC) 


6 (A AB) XC = (AX EC) A (BX C) 


REZOLYV ARI. 


Metoda (A) (dubla incluziune) 


1. Fie x € (ANB) X (C ND), Oarecare - Lexplicitam ultima 
operatie Cprodusul scalar] === x = lasR) s cu a@eAnNsB si 
RPEeCnndD <===> [Lexplictitam operatitle care au devenit ultimele] 
<==3> x = (a,3) cu aeA, aeB si BEC, fF ED [nu aa 
avem operatit de expiicitat, de aceea actualtzam conctuzia: 

x € (A X C) AN (BX D), dect x apartine unet tintersectti Cultitma 
operatited) <===> x = (a,f8) cu aeA, Pet siaesB, 


BeD <=3> x EeAXC gsi xeEeBX D. 


3. Fie x e (A — B) X C , Oarecare <===> x = (a,f3?) cu 
aeA-B si PEC <== => x = (a,f7) cu aeA Si ageB si 


ff €C [detaltind concluzia deducem urmatorul mod de a conttnua]l 


x 
I 

= 

2 


2» a2EeA, PEC $i x & (as?) . a€ceB, BEC ===> 
~*~ @€AXC gsi x @BXC. 


Reciproc, fie x © (A X C) - (B XC) , oarecare <===> 


’ 


x 
" 


(asf?) cu (asf?) €AX C si (a,f?) #BX C <===> x = (a;/3) 


aeéeA gsi GEC gi: o 
a «€B aeéea si fBEe€C sgiae¢sB 
sau <===>=> sau 
BC aéeA si BEC gi PEC (fails) 


Metoda (B) (utilizarea functiei caracteristice) 


1. ¢—¢ 


mea mp 2) FO, ng (X08 - (y =p (x) p(k) -eoy) ey) 


24 


© Oy) = OL Oey) 9 Oey) = OO) oO) POO ey) 


(AxOoPKBxD) 


3. -—. 


caer” = Pg) Oy? = 


= (8.00 - eo) Jeo) = e800 ey) — eC) eGo py). 


9? 


ancaxas et??? 7 Pigg taY? oe, 


ueseL = gels? ? ae 


_ ° = 7 _— . . 2 
P ee %9Y) Py Xe) P(x) ey) PCO OL) OLY) - 


4. (x) i #00 = ale ~ ZOO O 8) = 


P aAAwAC 

p(x) + ©_(*) + p(x) — 2p 0x) BLO - 20 (x) (et) + PG) = 

= 2p, (x) +e, (x) y= P(x) + Ole) + OO) — 2p (x) ELK) = 

= 2°97 (x) p(x) = 2-9 (x) p(X) + Seth eet) . 
Explicitind adiee pe ° gheshae? obt inem egalitatea dorita. 


Daca obervam cA explicitarea lui 9 x) de mai sus este 


AABAC) ( 
Simetrica,uwtilizand comutativitatea adundrii $i inmultirii egali- 


tatea cerutda rezultda mai usor. 


5. 2 (ty) = OOO OLY) = ( e,00 + p(x) - 


(AAS xc 
— 2-9 (x) 8x) Je”) : 


oi %7? 5 


— . 
P (xsy) = Pe IO OL ks y? 2°99 


(Ax@)A(BxC> Ax 


ON a ae ex) Oy) + P,(*) ey) = 279,00) PO) ily). 


Egalitatile 4)-3) s-au demonstrat usor utilizind functia ca- 
racteristica; ele sunt mai greu de demonstrat utilizand prima me-— 
toda.In general functia caracteristica este de preferat, datorita 
comoditStii cu care se utilizeaza $i rapiditA4tii cu care se obtine 


rezultatul. 


III. Demonstrati echivalenteles 
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1 AUBcCC <=> ACC si BEC. 
2 AcBRrRC <=> ACB si Bcel 
32 ANBcC <=> AN Cc, Uc 
4. ACBYC <=> AN ccc 


5. (A-B) UB <=> BUA 
REZOLVARI: 


q. rif avem de arAtat o echivalanta 
RG aratam douda implicatii 
rsAUBcC => ACC si Bee 
Ro: aratam cA ACC gsi BCC ({( doud incluziuni ) 

Fie x e A oarecare [ nu mai avem operatii deexplicitat, de 

aceea actualizdam concluzias x e@E C 3 dar acest lucru nu rezulta 

imediat din x € A , ci doar cu ajutorul ipotezei ] 

x eA => xeAUB => CE prin ipotea AYUBcCC} = xe 
Fie acum x © B oarecare => x eAUBcC = x EC 
Reciproc ( a doua implicatie ): 
ros avem deardatat cA AUB CC ¢ © incluziune ) 


s 


Rs fie xeA UB oarecare ({ explicitdm ultima operatie): 


sau . 
x @B = xeEec€c ( datorita ipotezei } 


. 


{ x eA => x eC ( datorita ipotezei ) 
> : 


5. r= avem de aradtat o echivalenta 
R: arAatam douda implicatii 
rs (A -B) UB=A >> BCA 
R,? arAat4am concluzia ( o incluziune ), utilizind ipoteza. 
Fie x eB oarecare => x e€e(A-B) UB = x EA 
r_s avem de ardtat implicatias BcA => (A-B) UB##A 
R,: aratam o egalitate de multimi ( doud incluziuni )} 
Pentru prima incluziune fie x @€ (A - B) UB aarecare [ ex- 


plicit4am ultima operatie ] => 
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sau sau 
x € B x @B (b} 


x€e€A- 8B x e@A si x € B (a) 
=> => 
{ nu mai avem operatii de explicitat, de aceea actualizadam 
concluzia].Astfel, observam ca din (a} rezulta xeEe”aA, 


iar din (b}, cu ajutorul ipotezei, B CA, s@e obtine de asemenea 


x € A. 


Metoda 2: 

° = i Cc = => 
1 (RuBcC => ACC si BEC) <=> ( Pram 6 Po OF 
948 @. SLO, he. } 

Avem-de ardtat doud inegalitati intre functii. Prin ipoteza, 


$i in plus { intr-adevfér, P, < Pin <=> 


PES Pi 
— 9, P, <=> pi = e.) 2 0 - adevarat deoarece 


© ise < Re 
f= 
aa a Pa 7 + e, 


functiile caracteristice tau doar doud valori: O $i i). 
Rezulta ©, < Pn < e. Fi analog ?,, < PAs < P.° 
Reciproc, pentru implicatia inversda, trebuie arAdatat cas 


P us < e. s adica 


PCO + p,(%) - Pang! *) < P08) (1.7) 
in ipoteza: 
P,P, Ft Om 8 e, (1.8) 


Dar . : °., ; ee pot lua doar douda valori: O si 1. Din cele 


opt cazuri posibile in care trebuie verificatAa (1.7), datoritA lui 
(1.8) mai rAmin urmatoarele patru: 


a) P08) = 46%) = P,{*) =1 


b) P,(%) oO) 1. p,(*) =O 


c) P(x) POX) zi1, p.(%) = Oo 


d) P,(*) = P,(%) = P (8) =O 


In fiecare din aceste cazuri (1.7) este indeplinita. 


5. Avem de araAtat ca 


Pediat? = PO) <=> P,(%) < p (%) 


Dar 60 


mie > Regt OO? Se (x) = @ (x) = 


(A-BOOB 

— Org (2) + OOK) = BOD O00 = O00 — P00 -R,00 + B00- 

= (9,00 - 9,02) 908) Je O00 = 800 + O00 - POO BLO). OL-9) 
Pentru implicatia directa, prin ipotez4a, avem: 

e,0%) + oolx) — P(x) -Ptx) = e,.09 ’ | adica: 

p,(%) ( 1- e,00 7} =O . Prin urmare: 


[ ep_(x) =O => g(x) ¢ p(x) { datoritAa valorilor O si 1 pe 
. . care le ia functia » ) 
| sau . : 

Lo POs) =O => POO = 1 deci p,'*) 4 Pp (*) 


Reciproc, daca e,(0) < p(x) - mu putem avea P,(%) = 1 g2 


po (x) =O , iar din (1.9) Geducem : 
A . 


Oat) = o (x) <=> P00) + 9, 6x) = P(x) Ox) = P09 


<=> p,(8) ( 1 - 9 (x) J = O - egalitate adevdratA in cele tre2 


cazuri possibile ramase: a} P.O) =.1 , ,'%) = 0 


b> p,(*) P46) = 1 


c) OM) p03) = 0 


IV. Utilizind proprietatile functiei caracteristice, sa se 


rezolve urmatoarele ecuatii $i sisteme de ecuatii cu multimis: 


1. AUEB~-X)D= BUX 


A-xXx=s8B 

2. daca BcA si AnC=46 
AUX=C 
AMX =8B 

3. { dacA BCA CC . 
AUX=C 
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XUY2ZA 

4. XNY2=B dacéa BecA,CCA,BNCH=G 
x-Ye=c 

Rezolvare: 

i. Auvu(B-xX ) =BwuxX <=> ¢ (x) = -o (x) <=> 


AUGB-%) BUX 


(x) + Pay 6) POD Cag? = P,(*) + 9,08) - P6(*) OO) <=> 
<=> P00) + 9, (%) - P,(x) PL Cx) = P(X) p(x) + 

P,00 900° OO = p00) + P00 - P,(x) PL Ox? <=>- 
<=> pO Ct - P, 00°80 J =e.) (1-900 ) <=> 


<=> (x) (x) “ (1.10) 


PCO" Po are, = Pance 
Avem de anlizat urmatoarele cazuri: 


a) daca x gA $i x ¢ B_avem: 


Scare *) = 2 Si Pyapg(*) = 0 deci pentru a fi indeplinit 


(1.10) trebuie sda avea P,0%) = 0 . Asadar orice punct care nu 


apartine lui A $i mici lui B, nu apartine nici lui X. 


b) daca x €A gsi x ¢ B. avem: 


Poarm’™) = 2 si Onng(%) = 2 deci pentru a fi indeplinit 


(1.10) trebuie sad avem P,,0%) = 1. Asgadar, orice punct din A - B 


este in X . 


c) daca x ¢A gsi x €B pentru a fi indeplinita (1.10) tre- 
buie sa avem P08) =O , deci nici un punct din B = A nu este 


in Xx. 
qd) daca x €A gsi x € BB putem avea P08) = O sau ,.(%) =1 


Deci orice punct din ANB poate sda fie in X sau sA nu fie. 


Asadar X este de forma X = (ANB) UD unde 
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DcANSB arbitrar. 


2 A-X=B <=> 9. Ce) Ole) <=> 900) — OOK) POO = 
= P(x) <=> PLO Oe (x) = PM) ~ (x) (1.11) 
X -A=C <=> P00 = P(x) oe 0x) = 9,(x) <=> 


<=> 0,00 ( i- e,00 ) = P,00 <=> 


<=> POOP, Oe) = PLO) (1.12) ee 


Avem de analizat patru cazuri, dupa cum se vede din tabelul 


urmator : 


Deci X=( A-B) UC. 


vY. S& se determine multimile: 


4. Az{xnez } x= goo , ne2} 


a 
2. A=s{xueN | xe SMI , nem; 
an-.t 


= : = ont 7 
3 A={x eZ | xX rsa ee 2 } 
4 A= 2 x°-"3x + 2 «2 
a Ds | 2x +1 } 
5S. Az{ (x,y) EN x Nf 9y7— (x + 1)7= 32 } 
2 2 
6 A= (Xsy)} € 2x2 | x - 2xy + Sy = 8 } 


7. Fie P e 2(x) un polinom de grad n $i qedZ. Stiind ca 


P(q) = 15 , s& se determine multimea: 
P(x) 


A : {x eZ | T= a eZ} 
a*- a +1 
8B A={xeER | ZBaeRy, X= —— } - 


Indicatti: 
1. Se pune in-evidenta o parte intreag& maximala.Acest lucru se 
obtine facand impartirile: 


ae 10 . = 
x = 3 nti? deci x Ee@ <=> ——————_ e€e 2 <=> 


10 este divizibilcu 2m+1 <=> n€{0,1 , -2 } 


2 
4. ea ESR Te = 2 4x7- 2x - 11 + 
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2x +1 J)» 


2x +1 
deci FE e€2 <=> 27 este divizibil cu. 2x +1 $i 4x? — 2x -11 + 
a este multiplu de 8 < ==> Ae{ -14 , -53 ,-2, 1,0, 


df -5:4- s AS Fs 
2 


5. 9y7- (x + 1)? = 32 <m> ( By — x - 1)(3y + x + 1) = 32 


deci x $i y sint soltii intregi ale unor sisteme de forma: 


By -x-1=u 
cu u si v divizori ai lui 32. 


3y +x +ie=v 
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8. x2- 2x + 3y2= 8 <=> (x - y)7+ 2y%= 8 => 


x -y =O gi 2y7= 8. 


7. P(x) = C(x)(x —-q) +R <=> ax ta x™+ 12. ta = 
n n-4 fo) 
, P(x) = Ute Ga 
= C(x)€x - q) + 15.Deci noo eZ <=> 15 este divizibil cu 
~ q. 
gaog +1 
8. Metoda f: Pentru ae -l1 avem x = ag <=> 


<=> ax + x = a~a+i <=> a*- a(i +x) +1 -x =O <=> 


2 —_ 
a 1 +x t+ ¥ x+ 6 3 


3 deci trebuie si avem 


x74 6x - 3 > Oo. Cum Mes = -3 + 2¥ 3 , deducem: 


x €@€(-@7 , —3 -2¥YS JUL 3 + 2¥Y3 4 to). 
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Metoda 2: Consider4am functia. f(a) = S28. $i 


A= f(D) , cu D# RV € -1 3} domeniul lui f. A se obtine din 


tabelul de variatie al lui f. 


vI. S4 se determine multimile urmdtoare, cind a,b eéeWN : 


1. an{xez | [2¢+]- []} 
ee eee [ee ee) 
x ae{xen | [2]-2} 


unde ({t] este partea intreag4 a lui t. 


Rezolvart: Folosim inegalitatiles [t] ¢ t < [t] + 1, deci: 


<2 [= * x | < a * x < [ a * x ] ae 
x €A <=> [=] < a7 <([s]+ <=> 
r 4 
= | & _ Fae ee ee ~ 
¢=> a ra ] agree a 5 j b a 
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VII. Aplicatia f:*(T) ——> ¥, definita prin f(A) = °, 
este o bijectie de ia familia partilor lui T la familia functiilor 


caracteristice definite pe T. 


Rezolvare: Pentru demonstrarea injectivitdtii, fie A,B € P(T) 
cuA BB. Din A## B_ deducem ca exista x, € T astfel incat: 

a) Xo €A gsi, Xo ¢B sau b) x, € B gsi Xo @A 

In primul caz P,( x) alae! Leer P,( xs? =O , deci a o,- tn al 
doilea caz, de asemenea, ee ?, Fy 


Surjectivitatea revine la: 


Voe i 3A Ee P(T} a.l. p=, 


Fie deci ope ae Oarecare. Atunci pentru A {x } p(x) = 1 } 


avem p=oe, . 


2 FUNCTII 


DEFINITIA FUNCTIEI 


O functie este determinata de trei1 elemente D., E si f . avdand 
urmatoarele semnificatii: D $i E stint multimi., numite respectiv 
domenitul si codomeniul functiei, iar f este o lege de corespen- 


denta de la D la E care face ca: 


fiecarui element x e D sa-i corespunda un element 


si numai unul y e E. ok? 


Deci se poate spune ca o functie este un triplet (D,E,f), ele- 
mentele acestui triplet avand Sanneeiesti te de mai sus. 
Acest triplet se noteaza in mod frecvent prin f : D —»E. 
Douda functii surt deci egale daca sunt egale ca triplete,adica 
Shanes cand au cele trei elemente constitutive respectiv egalei(si nu 
doar legile de corespondentA). 


Fentru a sublinia importanta pe care o au domeniul si codome— 
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niul fn definitia functiei vom da tn cele ce urmeaz4 exemple in 
care pastrand legea de corespondent4a f neschimbata $i modificand 
doar Peer sau (si) codomeniul, putem Tntalni toate situatiile 
posibile, de la aceea In care tripletul nu este functie pana la 
Oo functie bijectiva. 

Pentru aceasta este nevoie s4 detaliem mai intadi conditia (F), 
ce caracterizeaza o functie. 

Putem considera c4a aceasta conditie este formata din douad 
. subconditii, $i anume: 
(fF) ftecarut element x din domeniu it corespunde un element, 

in sensul de "cel putin un element”,in codomentu. 

Cu ajutorul unor diagrame de felul celor de mai jo0s,aceasta 


conditie se poate exprima prin propozitia 


"Din fiecare punct al domeniului pleaca (cel putin) 


ao sageata." 
x +» x x x 
x _—aoe % x _ = x 


a) b) 
D gas = tig E D ioe E 
x LP x x x 
x i ee ts Sr 
c) d) 


Fig. 2.1 
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iar mai riguros conditia se exprima prin 
Ct) YreéedD Sy €E , y = F(X) 
A doua subconditie referitoare la f in definitia functiei este: 
(f)) elementul din codomentu ce corespunde wut x este unic. 


Pentru o diagramAa de felul celor din fig.2.1 inseamna cA sdgeata 


care pieacda dintr-un punct este unica. 


Aceast4a conditie are formularea echivalenta: 
”" Daca doua sageti au acelasi punct de plecare atunct ele au 
st aceliast punct de sosire.” 


adica 


(f,) Vx =x) ===> f(x.) = F(x,) 


Conditiile (F.) $l (f)) sunt necesare si suficiente pentru ca 
o lege de corespondent4a f s&a fie functie. Aceste conditii sunt 
usor de utilizat in practica. 


In figura 2.1, legea de corespondenta de la a) satisface (f) 


$i nu satisface (F)5 la b) legea de corespondenta nu satisface 
(fF )> dar satisface (f,)- In diagrama c) nu este satisfacut4a nici 
(fF) nici (f.)> iar ind) legea de corespondentda satisface $i 


(ft) $i (fF), deci este (singura) functie. 


O functie este deci un triplet CD,E,f) in care legea de 


corespondenta f satisface cf si Cf). 


S4 observ4am ca aceste doud conditii se referda doar la domeniul 


functiei: = 


(ho Gin fiecare punct al domeniului pleaca cel putin o sdageata;: 
(f2)- sAgeata care pleac4a dintr-un punct al domeniului este unica. 
Se stie ca graficul unei functii este format din multimea pe- 


rechilor de puncte (x. f(%)); cind x parcurge domeniul functiei. 


GB, ={ (xf) ) | x e€D} 


CUM RECUNOASTEM PE UN GRAFIC DACA O LEGE. DE CORESPONDENTA 

ESTE FUNCTIE ? (deci dac&da satisface (fF) si (f))) 

Pentru a ra&spunde la aceasta intrebare vom aminti mai intii 
(pentru cazul D , E CR) raspunsul la alte doud intrebari: 

1. Fiind dat x, cum obtinem —- cu ajutorul graficului — pe f(x) ? 
(adica imaginea lui x (Sau imaginile, daca sunt mai multe, 
$i desigur in acest caz legea de corespondenta f nu este 
functie)). 

Raspuns : Ducem din x o paralela la Oy pana ca&nd aceasta intal- 
neste graficul, iar din punctul (punctele) de intersectie cu gra— 
ficul ducem apoi paralelS (paralele) la Ox. Punctele de intersec— 
tie ale acestor paralele cu Oy sunt imaginile f(x) ale lui x. 

2. Reciproc, fiind dat y , pentru a Gbtine punctul (punctele) 
x avind proprietatea f(x) = y , ducem prin y o paralelda la Ox, iar 
din punctul (hinetere) de intersectie cu graficul ducem apoi o pa- 
ralelA (paralele) la Oy. ne 

EXEMPLE: | 

1. Un cerc cu centrul in origine $i de raza r nu este graficul 
unei functii f: R —— R , deoarece nu satisface nici conditia 

(f) (exista puncte in domentu care nu au niet o tmogine, $i 
anume toate punctele prin care paralela la Oy nu intdalneste gra-— 


ficul) $i nu este satisfAcutAa nici conditia (f,)s pentru ca exista 
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puncte in domeniu care au mat mult de o tmagine (toate punctele 


x € (-r,r) au doud imagini) 


! 

u F : : 

} are nici o imagine) 
| 


Fig. 2.2 


2. Un cerc cu centrul in origine si de raza r nu este graficul 
unei functii f : (-r , r] ——» R .deoarece nu satisface conditia 
(f)) (de data aceasta nu mai existA in domeniu puncte f4rA nici o 


imagine, dar continud sd existe puncte care au douda imagini). 


3. Un cerc cu centrul in origine $i de raza r nu este graficul 
unei functii f : R —— [0 , o) , deoarece nu satisface condi- 
tia (fF). Codomeniul fiind [O , o) punctele au cel mult o imagine. 


Sunt insAa $i puncte care nu au nict oOo imagine. 


4. Un cerc cu centrul in origine $i de raza r este graficul 
unei functii f :(-r ,r}] ——+ [0 ,1] , deoarece toate punctele 


ain domentu au o tmagine st nwaat una. 


(acest punct nu 


3. Un cerc cu centrul in origine si de raza r este graficul 


unei functii f =: [0 , r] ——» [-1, 0}. 


In toate aceste exemple legea de corespondenta a ramas neschim-— 
bata (un cerc cu centrul in origine $i de raza r, avand deci ecua- 


tia x7 + y? =r” » de unde obtinem y = + (r? - 2) 47? d« 


Modificand doar domeniul $i (sau) codomeniul am pus in evidenta 
toate situatiile -posibile, incepand de la anu fi indeplinitd4 nici 


una din conditiile ce definesc o functie, pana laa fi indeplinite 


ambele conditii. 


CU AJUTORUL PARALELELOR LA AXELE DE COORDONATE RECUNOASTEM INDE- 


PLINIREA CONDITIILOR (ft) SI (ft)? ASTFEL: 


fo B) Un grafic satisface conditia Cf daca st numat daca orice 
paralela la Oy dusa prin punctele domentulut tintilneste 
eraficul tin cel puttin un punet. 

oS Un grafic satisface conditia cfs? daca st numat daca orice 
paralela la Oy dusa prin punctele domentulut intilneste 


graficul tn cel mult ain punct. 


INVERSA UNET FUNCTII 


Inversand legea de corespondenta (inversand sensul sAgetilor) 
pentru o functie oarecare f : D ———»E nu se obtine totdeatna 


o functie. Astfel, in figura 2.3 f este functie, dar + * 


39 


(obtinut4 prin inversarea legii de corespondentéa f) nu mai este 


functie, deoarece nu satisface (f.) (exista puncte cu mai mult de 


O imagine). 


x x x oO 
x x xo 
x 


Fig. 2.3 


Cu ajutorul acestor diagrame observ4m cA inversa nu satisface 
(f,) ori de cate ori existd puncte in codomeniul lui f care sunt 
imaginea a cel putin doud puncte din domeniul lui f . 

Altfel spus, Fe nu satisface Cf? oridecate ort extsta puncte 
aiferite care au aceeast tmagtine prin sf. Decis 

Pentru ca inversand legea de corespondenta s4 fie satisfdacuta 
conditia (fF) este necesar $i suficient ca_ prin functia directa 


eer er ence 


puncte diferite s4a aib&a imagini diferite, adica 


(f,) Vv XX, € D, x4 ee f(x) # F(x) 


O a doua situatie in care f* nu este functie este atunci cand 


ea nu satisface conditia (fF) 2 


f f 


—_—_——_—_—————— E DB e————— _E 
—— OX x _—-_——— XX 
x x 

Fig 2.4 
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Observ4am cA aceasta se intimpl4 ori de cate ori prin functia 
directa exista puncte in codomeniu care nu sunt imaginile niciu- 


nui punct din domeniu. 


Pentru ca inversand legea de corespondenta a unei functii sa 
fie satisfAcuts conditia (fF) este necesar $i suficient ca prin 


funcetta directa sa se consume toate punctele din codomentu, adica 
(fF) Vy eB 3xebD ,f(x) =y 


In concluzie, 


f* satisface (fF) daca $i numai daca f satisface (f,) 
#* satisface (fF) daca $l numai daca f satisface ot) 
f * este functie daca $i Auinad daca f satisface (f.) + Ch 
Dupa cum se stie, o functie care satisface (f.) se numeste 
functie injectiva, o functie care satisface (Ff) se numeste 
functie surjectiva, iar o functie care satisface (f,) + (FQ) se 
numeste functie bijectiva. 


Vedem deci cA afirmatia: 
"O functie are inversda dac4a $i numai daca este bijectiva.” 
are intelesul c& inversa f* (care exista totdeauna, ca lege de 


corespondenta, chiar daca f Aa este bijectiva) este functie dacd 
$i numai daca f este bijectiva. 

Cu ajutorul paralelelor la axele de coordonate recunoastem 
dac4& un grafic este graficul unei functii injective sau surjec— 
tive; astfel: 

Cc) un grafic este graficul unet functit injective daca st 


nurat daca orice paralela la Ox dusa prin punctele co- 
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domeniulut intilneste grafitcul in cel mult un punct Cadi- 


ca go satisface Cf). 


Ca> Un grafic este graficul unet functit surjective daca si 
numat daca orice paralela lta Ox dusa prin punctele co- 
domeniulut intilneste graficul in cel putin un punct Cadi- 


ca f* satisface Cf >. 


EXEMPLE: 


1. Un cerc cu centrul in origine $1 de raza r este graficul 
unei functii f =: (0 , re) ——> [90 , wo: care este injectiva dar 


nu surjectiva. 


2. Un cerc cu centrul in origine $i de raza r este graficul unei 
functii f°: (-r sr 3 ——~> [O ,r] , care este surjectiva dar nu_ 
injectiva. 


zz 


3. Un cerc cu centrul in origine $i de razia r este graficul 
unei functii bijective f : [VG , rj ——49 [0 , r]. 

Deci modificand doar domeniul $i codomeniul, cu ajutorul unui 
cerc cu centrul in origine $i de raza r se pot obtine toate si- 
tuatiile, incepand de la a nu fi satisfAacuta niciuna din cele doud 


conditii ce definesc o functie, pana la o functie bijectiva. 


OBSERYATIE: 


f* se obtine prin inversarea legii de corespondenta f, adica 


-1 
x anaes eee y {===> x Piecatd SaOeee y 
cu alte cuvinte 
y = f(x) <===> x = f(y) (2.1) 


In cazul functiei exponentiale de exemplu, echivalenta (2.1) 
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devine: 
y=a <===> x = logy (2.2) 
deoarece inversa functiei exponentiale se noteaza prin 
f*(y) = logy: Relatia (2.2) defineste logaritmul: 
Logaritmul unui numar y intr-o baza data, a , este expo- 


nentul x la care trebuie ridicat4a baza pentru a obtine pe: y. 


GRAFICUL FUNCTIET INVERSE 


Daca D $i E sunt submultimi ale lui R $i se figureaz4a pe axa Ox 
domeniul D al lui f (deci ecdcaenias lui f*) » ilar pe axa Oy caodo- 
meniul E (deci domeniul lui f*) atunci graficul lui f $i f* co- 
incid, deoarece f* nu face decit sA inverseze legea de cores— 
pondenta (inverseazAa sensul sdagetilor). 

Dar dacd figuram $i, pentru #7* domeniul pe orizontala, iar co- 
domeniul pe verticalda, deci figuram E pe Ox iar D pe Oy, atunci un 


punct oarecare de pe graficul initial G, (care, f4rAa conventia a- 


f 


mintita este grafic atat pentru f cat si pentru f*) un astfel de 
punct (x,f(x))} devine (f(x),x). 


Punctele (x,f(x)} $i (f(x),x) sunt simetrice fata de prima bi- 


sectoare, deci pe langa G #? 


mai obtinem un grafic G daca si do- 


f 
meniul lui f° este pe Ox. 
Convenind sa figuram domeniile tuturor functiilor pe Ox rezul- 
tA cA Gt este grafic al lui f°. 
Cu aceast& conventie graficele lui f si f * sunt 


simetrice fata de prima bisectoare. 
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METODE PEN TRU A ARATA cA 


e) FUNCTIE ESTE BIJECTIVA 


f. Uttilizgarea definitter. 
- pentru studiul injectivitatii verificam dacAa functia 
satisface conditia (Ff J-. 
—- pentru studiul surjectivitatii verificam daca este 


indeplinita conditia (fF 6). 


2. Metoda grafica. 
- pentru studiul injectivitAatii utilizam propozitia c) 


~ pentru studiul surjectivitatii utilizam propozitia ad 


Observatie importantas: Daca utilizam metoda grafica este 
esential, pentru functii definite pe ramuri, s& trasdam cat mai 


exact graficul in jurul punctului (punctelor) de legAatura dintre 


ramuri. 
xemple: 
2x + 1 daca x £1 
1. Functia f :R —— > R, f(x) = 
x +3 daca =« > 1 


este injectiva, dar nu este surjectivA. Graficul este in figura 


2.9 a). . 


2. Functia f : R — >R, F(x) = 
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este surjectiva, dar nu este injectiva. Graficul este in figura 


2.5 b). 


3. Functia f : R ——oR, f(x) = 


este bijectiva. Graficul este in fig. 2.5 c). 


Cc) 


Fig. 2.3 


3. Utilizarea teoremet : O functie strict monotona este inject~ 
tiva. 
Pentru studiul surjectivitatii verificam daca functia este con 
tinuad si in caz afirmativ caiculdm limitele la extremititile do- 


meniului. 
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Exemplu: SA aratam cA f{x) =tg x, f2 Css) eer | 


este bijectiva. 


(i) injectivitatea: deoarece  f* (x) 1 


cos xX 


este strict 


pozitiva, deducem cA functia este strict crescAtoare, deci este 
injectiva. 
(ii) surjectivitatea: functia este continud pe tot domeniul de 


Gefinitie, deci are proprietatea lui Darboux $i 


lim f(x) =-o ‘ lim f(x) =o 
x—-T/2 x eT /2 
x >-Y2 x ¢€ R72 


de unde rezultda c& este surjectiva. 


4. Utilizerea propozitiet : Functia f : D ——~» E este bijec- 
tivAaA dacAéa $i numai daca : 


Vyee ecuatia f(x) = y are o solutie unica 


(vezi manualul de algebra cls. XII} 


Exemplu. Fie D = Q@ x @ $i matricea A = [ 5 Z } -Atunci 
functia f” : D D f*( = (3x - 4x + 2 
unctia ae —_ ; i X 9%) = (3x x, e4x, x.) 
este bijectivA (algebrA cls. XII). 


S42 observam c4 in propozitia utilizatda la acest punct, afir-— 
matia “ecuatia f(x) = y are solutie " asigura surjectivitatea 
functiei iar afirmatia "solutia este unica" asigura injectivi- 


tatea. 


5. Utilizarea propozitiet : Daca f,g : D ——~+ D si 
goof wi. atunci f este injectiva $i g este surjectiva. (algebra 


Clasa XII). 
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EXEMPLU. Fie D=2xZ si A2 (2 . } . Atunci functia 


cate -2 


fe» ——+ D_ definita prin 


Fae eX) = (2x + Sx, 2 x > 2x) satisface fn? ur = 1p 7 deci 


este bijectiva. (algebra,cis. XII) 


SA observ4am cA propozitia utilizata la acest punct poate fi ge- 
neralizatada astfel : 
"Fie f : D ——~»+HE,gs: EF —— F astfel in- 


c&t gof este bijectiva. Atunci f este injectiva si g 


este surjectiva.”* 


EXERCITII. 
I. SA se traseze graficele urmAtoarelor functii $i s& se spe- 
cifice in fiecare caz in parte daca functia respectiv4a este injec 


tiva, surjectiva sau bijectiva. 


1. f(x) = min (x +1, x7 +2, 3x ) 


2. f(x) = max ( 3x -1, 2x +3, x7 — 2% ) 


min ( 2x - 3, 4x? - 5 » Cx] ) 


3. F(x) 


4. f(x) = min ( |x - 3] , 4% ) 


- 2 
ae ES) Fee. & 
G6. f(x) = inf ( t?7+ 2t +3) 
tC<cx 
3 2 
7. f(x) = inf cs 1) 
P x t- + 1 
< es : 2 = = 
8 F(x) =_, 819. ( t Jt 2} ) 
- 4 
9. f(x) = min t 
-“2<t cx 3 
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10. #(x) = sup t7Int 
Oc<ctUcx 


11. f(x) = @ax (t - 2 arctg t ) 
-3S1Sx 


12. f(x) = max sin t 
“AOS Se 


REZDLVARI. 
Se stie cir: 
u(x) dac&a u(x) < v(x) gi ulx) < w(x) 
min(u(x),v(x),w(x)) = v(x) daca v(x) © u(x) gi v(x) S wlx) 
w(x) dacda w(x) < u(x) $i wlx) S v(x) 
Pentru a explicita mai usor conditiile din inegalitdétile asupra 
lui uu, v $i w proced4m astfel : 
1. facem tabloul cu semnele functiilor u-v,u-wsiv-w 
2. utilizand tabloul explicit4m usor inegalitAatile, deoarece 


de exemplu u(x) S vx) <===> u(x) - v(x) £0. 


1. Pentru u(x) = x + 1, vx) = x? + 2 $i w(x) = 3x avem 


~ 


tabloul urm&tor +: 


1 
x | 2 a as 


u(x j<vx) 


ude tx) 


vx ) 00 (-) 
— ; 


deci: 
apxe (-2 ‘. =| —- u(x) < vix) gsi ulx) 2 wlx), deci f(x) = w(x) 


b) x @e (= 7 1) —- u(x) £ v(x) gi u(x) S wlx), deci f(x) = u(x) 
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c) xe (1 , 2] —+ u(x) S vix) gi u(x) S w(x), deci f(x) =ul(x) 
qd) x © (2 »o) —-» u(x) < v(x) $i u(x) S w(x), deci f(x) = u(x) 
Asadar, 
{ 3x daca x <= 1/2 
f(x) = 


x +1 daca x > 1/2 


5. Pentru explicitarea lui f proced4m astfel: 

(1) facem tabloul de variatie al functiei y(t) = t” 

(2) considerand pe x in primul interval de monotonie (dedus din 
tabel) la dreapta lui -1 (deoarece ne intereseazA doar valorile 
t 2 -1) calcul4dm minimul lui y(t) pentru t e (-1 , x}. 

(3) considerand pe x in urmdtorul interval de monotonie calcu- 


lam din nou maximul lui y(t) pe intervalul t Ee [-1 , x ] etc. 


a) pentru primul interval de monotonie , x e (-1 , 0) , functia 
y(t) = t? are pe intervalul (-1 , x] un singur punct de minim, 
in t = x 3; valoarea sa este y(x) = x? . Fiind un Singur punct 
de minim el este si minimul global (absolut) al lui y(t)’ pe in- 
tervalul [-1 ,x] , deci valoarea lui f este f(x) = x? » Pentru 
x € (-1 , Oj. 

b) pentru al doilea interval de monotonie , x € (0:-, wo) , functia 
y(t) = t? are pe intervalul (-1 , *] un singur punct de minim, 
in t = 0 3 valoarea sa este y(O) = O. Fiind un singur punct de 


minim, avem f(x) = O- pentru x € (0 , ow) , deci 
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f(x) = 


x? dac& x e (-1 ,0] 
oO daca x € (0 ,oa) 


SA observAam c& din acelasi tablou de variatie putem explicita 


é a 2 7 
functia g(x) = ,223,t - Astfel : 


a) pentru x e (-1_, 0] functia y(t) = t? are un singur maxim, pe 


{-1 , x] in t = —- 1 3 valoarea sa este M™ = y(1i) = 1. Deci q(x) = 


1, pentru x Ee (1 , Oj . 


b) pentru x e (0 , + wo) , y(t) = t? are doud puncte de maxim, in 


t= - 1 gi t x 3 Valorile lor sint Pi y(i} = 1 gi 
x*. Valoarea lui f este maximul global, deci: 


Mo= y(x) = 
g(x) = max(i , x ) pentru x e (0 gta). 
1 dacAa x e [-1 , 0} 
Rezulta g(x) = * 
max(1, x ) daca x > O 
cae CAMS ee CE eg 20] 4 dac& x e (-1, 1) 


Deci g(x) = 1 daca x € (0 , 1) = 


S. Din tabelul de variatie al lui y(t) = i ; 
, (t + 7) 

=2 x 12) —  k- +00 

y(t) 


+ 
y(t) ‘ a 


» y(t) are un singur minim pe intervalul 


4 
x 


(x + 7)? 


1. pentru x € (-2 , O] 


[-2 , x], in t = x 3 valoarea sa este m = y(x) = 


2 pentru x > O , y(t) are un singur minim, pe [-2 , x] , 


rol @) 


in t = 0 $ valoarea sa este m = y(O) = O. Deci' 


daca x e (-2 , OJ 


3 
f(x) = OPT 
O daca x >O 
t* 
Analog, pentru g(x) = 282%, SNL. Tes avem 
(t + 7) 
16 
25 daca x e (-2 , 0} 
g(t) = 4 
max (55-: ———- ) daca x > O 
(x + 7) 


10. Din tabloul de variatie al lui y(t) = t? Int 


deducem : 


(a) daca xe (0 ‘ ee _Mes | .functia y(t) = t? In t are, pentru 
ye 


lia, y(t) = 0. 
t>o 


t e€ (0 . xj un singur supremum S = 


-1 
ve 


S= Oo si a= y(x) = x7In x . 


(b) x € ( s wo ) » functia y(t) are doud valori supreme: 


Qo xa(O, = j 
Deci f(x) = oe 
max( 0 , x71In x ) xe ( = so) 
Ye 


II. S&.se studieze bijectivitatea pentru: 


Si 


oO x = 0 
A ; 
4. F(x) = ra x@eQ,x #0 
x x @R —- @ 
2. #(x) = P(x}. . P fiind un polinom de grad impar. 


3. (x) = log ( x + 7 x +1) a> O,anrde 


2x +1 x € @Q 
4. T(x) = , 


S. fs R* ———» R* f(x) = A-x ‘unde — A= ( a } 


111 
6. f 2: RX ———» R® f(x) = Ax unde A = 23 4 
4916 


7. teRe ——> Re ftx.y) = (lg x + 2-lg y s o'lg x = 2:-l1g y) 


III. SA se studieze inversabilitatea functiilor hiperbolice: 


x -% 
1. sh(x) = Scene (sinus hiperbolic) 
x =x. 
2. chix) = &—~® (cosinus hiperbolic) 
2 

. ae 

3. th(x) = ee {tangenta hiperbolica) 
e+e 
4. cth(x) = 5 S_ (cotangeta hiperbolica) 
e-e . 


$i s4i se@ scrie inversele lor. 


IV. 1. ArStati ch functiile f(x) =x? - x41, 
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T(x) 


f(x) 


f(x) 


Al : 1 3 
— oe = — 7 _ 
x? oe) R si g(x) 5 + x a? 
— » ©) ———_——» R_ sunt inverse una alteia. 


2. Ardtati ch f(x) = => 


ol eo 


x ’ : 
: er aes coincide cu inversa ei. 


3. Determinati parametri a,b,c,d astfel incat 


+ 
= an s& coincida cu inversa ei. 
ex +d 


4 Ardtati ca functia f =: (0 , 1 3 ———m R definitda prin 


1 1 
> on-s 


3" 


= =a -x , dacaxe este bijectiva. 
3 


5. Pe ce subinterval functia f : [- 4.) ——___—_—+ R 


oY -V 2x —-1 este bijectiva ? 


INDICATI!I. 
4. Pentru a usura rationamentul, se schiteazS graficul lui f. 


5. Se utilizeaza formula de descompunere a radicalilor supra-— 


SS 


MONOTONIE SI MARGINIRE PENTRU SIRURI SI FUNCTII 


Un sir este o functie definitdsa pe multimea numerelor naturale. 
Domeniu? unei astfel de functii este deci multimea numerelor na— 
turale N. Codomeniul si legea de corespondenta4 pot fi oarecare. 

In cele ce urmeazaAa vom considera doar siruri de numere reale, 
adica siruri avind drept codomeniu multimea R a numerelor reale. 

f:N ———~R SIR DE NUMERE REALE 

Pentru astfel de functii, domeniul $i codomeniul fiind tot- 
deauna aceleasi, mai trebuie precizata doar legea de corespon-— 
denta f , ceea ce revine la a preciza multimea valorilor sale : 


#(0) , f(1) , (2) 5 woe 4 FIM) 5 aoe 


N R 
ry) ee 
; SNPs 2. 
F(O) 
2 
= #(2) 
7 f(n) 
oh #(1) 
—- @ 


Pentru comoditatea scrierii se noteazd de exemplus 
(0) = ai: f(1) = Aa, sorte s f(n} = aleocee 


Deci pentru a cunoaste un sir este necesar si suficient s& cu- 
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noastem multimea valorilor sale: Bo Ayr cee 5 Ag eae 
AceastS multime se noteaz4 prescurtat cu ( a. Jen - 
Prin urmare un sir este un caz particular de functie. Trecerea 


de lao functie la un sir se face astfel:- 


(s,) inlocuind domeniul D cu WN 
{s,) inlocuind codomeniul E cu R 
(s,) inlocuind variabila x cu n 

(sau cum , sau i , etc ) 
(s)) inlocuind f(x) cu a. 


| | pommnrun [conomenru: | varrasira | ceoxa pe conesr. 
: a 
Sir N R | n n 


tn cele ce urmeazAa vom utiliza acest mod de trecere de laoa 


functie Garecare la un sir, pentru a obtine notiunile de monato- 
nie , mArginire si limita ale unui sir drept cazuri particulare 
ale acelorasi notiuni pentru functii. 
in mod frecvent putem atasa unut sir Ca? EN fo) 
funette, odttnuta prtn tnlocutrea lui n cu x in expre- 


sta Lut a. Ca. devine f~CxI>. 


n-+esd 


EXEMPLU: Sirului Se en Li putem atasa functia: 
: x+3 
LOO! > 2x +4 


Totusi existA siruri cAarora nu le putem atasa o functie prin 


nt 


acest procedeu. De exemplu a = ——— 
n nea 


Cu ajutorul functiei atasate unui sir putem rezolva mai usor 


problemele de monctonie, marginire $i convergenta a sirurilor, 
s 


asa cum vom vedea in cele ce urmeaza. 
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Utilizarea unei functii pentru studiul monotoniei, m&rginirii 
si a limitei unui sir oferA avantajul utilizdrii derivatei si 
a tabelului de variatie. | 

Pe de alta parte, este util s& observam cA atit monotonia cit 
$i marginirea si limita nud sae sunt cazuri particulare ale 
acelorasi notiuni definite pentru functii. Aceast4 particularizare 
se obtine cu ajutorul celor patru etape (s.) = (s)) mentionate. 

Tata cum se obtine aceast4 particularizare, mai intdi pentru 


monotonie si m4rginire, apoi $i pentru limita. 


FUNCTII MONOTONE SIRURI MONOTONE 


a) functia f : D — +R , Ds Ria’ )sirul f:N —> R este monoton 
este monoton crescatoare dacda: crescAtor daca: 


Vx .x_e@ Dx Sx _ —~» f(x )Sftx_)/Wn ,n_ Ee Non Sn —w~ aa EF a (1) 
a’ 2 a” 2 4 2 a” 2 1” 2 n, n, 


Daca este indeplinita conditia (1) 
luind in particular n =n si Pe Lhe 
deducem 
a <a pentru orice n (2) 
on nea 
In concluzie (1) ——~+ (2) 
Este adevarata $1 implicatia re- 
Ciproca. Demonstratia ei se poate 
deduce din urmAtorul exemplu: 
dac& este indeplinitda (2) si luadm 
n 77;n =11,avem n ,sn,si din aproa- 
< < < 
pe in aproape asa 74 5a 9a <4,, 
$ia ‘Sa ,deci a <a. 
410 44 7 a4 
Prin urmare (1) <——> (2) . 
Deoarece conditiile (1) si (2) 


sunt echivalente,iar (2) este mai 


b)functia f:D ——~ R,DGR este 


monoton descrescatoare dacas 


Vx .x_ED,x Sx 
1°" 2 1” 2 


FUNCTII MARGINITE 


a) f:D —» R,ODER este 
“"pargiiiex anterior daca nu 
are eeloRt spre -—- om ,adicada 
SJaeR.VxeD , f(x) Za 
b)f : D —~»~R, DER , este 
marginita superior daca nu 
are valori spre + o ,adica 
 BbeR,VxeD f(x) < b. 


of :D — RR, DER este 


marginita dac& este marginita 


==> FCx 2h ( x, 


comod4a, pentru definitia sgirului 
monoton crescator se utilizeaza 
aceast4a conditie.Dar nu trebuie 
sA pierdem din vedere cA ea este 
echivalenta cu acea conditie care 
se obtine din definitia monoto- 
niei functiilor,prin particulari- 
z4rile (s.) (s.)s,ce caracteri- 
zeaza trecerea de la functie la 
sir. 

b‘)sirul f : N —-+ R este mono- 

ton descrescAator daca: 


< — > 
Wn 3 eN,n Sn, >a 2a (3) 


Se poate arAata cA aceastaAa condi- 
tie este echivalenta cu: 


Pentru orice neWN (4) 


‘SIRURI MARGINITE 


este 


a’ }sirul f : N —» R 


marginit inferior daca nu are 
valori spre - wo, adica 
JaeR, WneN a, Za 


b })sirul f : N — +R este 
marginit superior daca nu are 
valori spre + mo ,adica 

SbeR , VxeiN a <b 


n 


c’)sirul f : N —~+» R_ este 


m4arginit dacd este marginit in-—- 
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inferior si superior, adica ferior si superior, adica 


i 3Ja,beR,VxeD a <f(x) Sb , 3a.beR,VvWneN asx ao <b 
cu alte cuvinte exista un in- SAU 
terval [a,b] in care sunt 3 M>0,WneaN jal <M 


fore valorile functie1. | 
Acest interval nu este,in ge- | 
Har alwetmareee fata de eee, 
dar {1 putem considera astfel | 
l4argind una din extremitati su- 
ficient de mult.In acest caz 


fa,b] devine [—-M , MJ 


ilar conditia de marginire are | 


forma: 


pew eararnrermente 


3 M>0,¥xeD -M S f(x) <M 


adica: 


3M>0,VxeD Jf(x) J < ™ 


METODE PENTRU STUDIUL MONOTONIETI SI MARGINIRII 


| METODE PENTRU FUNCTII _ METODE PENTRU SIRURI 
fee pe ee pee ge 
Studiul monotoniei 
1. Utilizarea definitiei : 1’. Utilizarea definitiei : 
+4 n 
para diferenta F(x) - f(x) cu zero,iar pentru siruri cu ter- 


cu zero.Aceasta se poate face meni pozitivi putem compara catul 


prin minorari $i majorari suc— Bias’ a, cu unu.Putem face mino— 


se considera ar s * $i se com-jse compara diferenta a -a 
n 
cesive,sau aplicand teorema luijrari si majorari succesive,sau sa 


Lagrange functiei f pe interva-japlicam teorema lui Lagrange func-— 


58 


lul (xs x,1. tie@i atasate siruiui considerat. 


2. Utilizarea tabloului de va- |2. Utilizarea tabloului de varia-— 


riatie.(in cazul functiilor tie pentru functia atasata. 

derivabile) studiem monotonia functiei atasate 
Dupa cum se $stie,din tabloul $Sirului dat $i utilizand eieeeidi 
d@ variatie al unei functii cu siruri se deduce c& monotonia 
derivabile avem informatii sirutui este dat4 de monotonia a~ 


exacte at&t despre monotocnie cestei functii, pe intervalui 
cat $i despre marginirea unei {{0 ,@), (vezi Metoda iO punctul c) 


functii. 


permite inlocuirea diferentei 
F(x,) 7 F(x) cu f’(c) ; care 


se compara apoi cu zero. 


Studiul mArginirii 


3. Utilizarea teoremei lui 3. Utilizarea teoremei lui Lagrange 
Lagrange: pentru functia atasata. 


1. Utilizarea definitiei. 1’ .Utilizarea definitiei. 
2. Utilizarea tabloului de 2° .Utilizarea tabloului de varia- 
variatie. tie pentru functia atasata. 


3°.Daca sirul se descompune in- 

tr—-un numar finit de subsiruri 
mArginite,el este marginit. 

4’ .Utilizarea monotoniei. 

Daca un sir este monoton cel putin 

jJumatate din problema marginirii 

este rezolvata $1 anume: 

a)dacada sirul este monoton cresca- 


tor,e1i este marginit inferior de 
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pri@ul termen si mai trebuie g4a- 
Sita doar marginea superioara. 
b)dac4a sirul este monoton des— 
crescator,el este marginit superior 
de primul termen si: mai trebuie 
gasits doar marginea inferioarda. 
C)DACA SIRUL ESTE MONOTON DESCRES-— 


CATOR SI CU TERMENI POZITIVI,EL 


ESTE MARGINIT. 


EXERCITITZ: 


I. Studiati monotonia $i m4rginirea functiilors 


x +t daca x £1. 
1. f(x) = ‘ 
x +x til daca x«; 1 
2. f(x) = x* + | 3x7 - 4 | 
3. f(x) = Cin x)” * » 2 [1,o) ——~ +» R 
s 4652 2282255 4 £2 Ser 


of xt x +l 
5. f(x) =V¥x- 2 - y¥ 2x - 5 ; f : (3,0) nee ne R 


6. f(x) arctg x . ff: R —— [-+> >) 
Raspunsuri: 


ln x Intln x 
e r 


3. Putem scrie f(x) = $i avem tabloul de 


variaties 
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deci functia este descrescatoare pe intervalul (1 ,e ) g$1 


. 


crescAtoare pe ( ee“? » wo) . Este marginita inferior, miniaul 


fiind m= eo" $i nu este marginita superior. 


5. Utiiizdm formula de descompunere a radicalilor Suprapugi : 
f(x) = A+ YB =e fost - fart A cu C = A*-B 


6. Fie x < 4s Pentru a obtine semnul diferentei 
Ff ( x) - F( x)? putem aplica teorema lui Lagrange functiei date, 


pe intervalul Cx, 7 x] (sunt indeplinite conditiile teoremei)s: 
exista deci ceR astfel incat: 
F(x) = F(x) = f (c)(x, - x) = mm - x) < 0 


deci functia este crescatoare. 


Ii. Studiati monotonia gi m4arginirea $irurilor : 


In n 
n n 


n 
2as= yn determinati si cel mai mic termen al sirului. 


3. a =n a” determinati $i cel mai mic termen al girului. 
n 

4 a= cules - Yn a pentru n22. 
n Inn 
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Sea = (1+ 2)” 4d ee a 
ee 


ae(O,1),5 = (i+ =)" fiind valoarea interme— 


Giar4a ce se obtine aplicand teorema lui Lagrange functiei 


f(x) = In x pe intervalele (n,n + 1]. 


Raspunsurt: 
7% 


@. Functia atasat4 sirului este f(x) = x e» Din tablicul de 


variatie: 


dGeducem, conform criteriului cu sgiruri (criteriul lui Heine.vezi 
Metoda 10,punctul c) ), tipul de monotonie al sirului sttudiat. 
Sirul are aceeasi monotonie ca $i functia atasat4a, deci este des— 
crescator pentru n 23 . Deoarece sirul este descresc&étor daca 


n23 , pentru a afla cel mai mare termen trebuie comparaii doar 


a, $i a,- Deducem c4 cel mai mare termen al sirului este: 


3. Functia atasat& sirului este f(x) = x a” . Din tabelul de 


variatie pentru a € (0,1): 


x | Oo. (-1n a)™* 
t:00 | + + o - =e - | 
f(x) | - 4 X X | 


utilizadnd punctul c) de la Metoda 10 deducem cA sirul dat este 


crescator pentru n mai mic sau egal cu partea intreagéa a iti 
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{-in a)‘ 31 este descrescator pentru on 2 [f-In a) *j +1. 


4 


{-In a) =O gi : 


Deacarece im (-In a) = + OO; 
<4 


ear 


lin 
a xt,0o 
aro 
deducem ca intervalul [ 1, [(-in a)*] | in care sirul este 


crescAdtaor poate fi sricat de mare $i Gricat de mic. 


6. Sirul de termen general a, este crescator, $irul de termen 


general bo este descrescaAtor. iar girul c. este crescater daca 


ae [ Oo,n-¥* ] $i este descrescator pentru ae tn-y 51}. 


III Utilizand teorema lui Lagrange: 
1. sda se demonstreze inegalitatea jsin x] < jx] pentru orice 
x real, apoi sda se arate ca sirul a, = sinx ; a, = sin sin x , 


eee 5s A = SIN Sin ...Sin x , este monoton gi MAarginit oricare 
: nD 


ar fi x , ilar limita sa este zero. 


Qa. s& se studieze nonotonia $i R4rginirea girurilor : 


: y ins 


: = cr + iiyn = ; 27 7 = 
2 (i+ ae | : b arcsin { : as ‘ c 
nti eee 
do = ———— + Bir n . e =n: —— 
5 2n + £ = n n+s3 


Respunsurt: 


1. | sin ae J) x | <=> <1 . Din teorema lui 
Lagrange aplicata functie@i f(t) = sin t. pe intervalul {x,0]} 


sau [0,x] , dupa cum x este negativ sau pozitiv, s@ obtine 


j= | = |cos c] < 1 . Sirul satisface relatia de recurenta: 
a F = sin avs deci dac& sin x > O se deduce cA Sirul este des- 
n+ 


crescator, iar daca sin x < O girul este crescdtor. Evident ca 
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‘este marginit intre -1 $i 1 . Not@nd cut limita sa $i trec&nd la 


limita in relatia de recurent4 obtines L = sinl, deci t = 0. 


2 aa -~aae(it+ oe ie © a 


f(nm + 1} -— fF En) 
, nti-n 


, unde f(x) = (1+ 2)" defineste functia 
atagata $irului. # a ‘ 
b>) Aplic&nd teorema iui Lagrange functiei atasata $Sirului, pe 


intervalul [n,n+ii , deducem ane a= f°(c) -« tTredbuie deci 


stabilit semnul derivatei: 


f'{x) = (1+ + yefwcr+ )- 


ae 


‘ : 1 : 1. 
adica semnul iui ace? = in[ 1 + a 3 ae ee e Din tabloul 
de mai jos deducem g(x) > oO pentru x > 0 i 


deci a -a >O. 
nea nr 


IV. 1. Fie I un interval oarecare = f:I-- I o functie. 
SA se arate cA sirul definit prin relatia de recurentd 
‘= f(a) > cua, dat, gages 
(a) crescator dac&S f(x) - x > O pe I 
(b) descrescator dac& f(x) - x <0 pels) 


eete crescator, iar sirul ey rein este 


3 7 z & 
2 Dacd girul (2d ek 


descrescator $i a < 5. pentru oricen , atunci: 


n 


fa) oo cele dev civurt sunt marginite, deci: convergente. 
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{b) daca lim {b — a.) =O atunci ele au ace#gasi limita. 


(c) sa se aplice aceste raezultate girurilor date prin foar- 


mulele de recurentd: a = a-b s b = 
3 net n n nea 2 


cua gi b_ dati. 
co o iM 

REZCLV ARI: 
i. a -a = f(a) - a > O fn pPrimul caz. 

n n n 
e. cele doud sgiruri sunt marginite intre a, $i b. » deci siru- 
rile sunt convergente, deoarece sunt $i monotone. Fie 1, $i 
respectiv l, limitele lor. Din ipoteza de la (b) 


rezulta4i=1. 
ir 2 


(c} S$irurile au termeni pozitivi si: 


Vv. S& se studieze marginirea sgirurilor: 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Be a ea rg erg ay og Se oe Se ee are ae 
2 
; 1 1 1 1 
a sinl, = ; sin(=) i sale 2 ta tee 
a 2 


ee 
3. cos(n/4) , cos(cos(r/4)) 5 «es 
bs. Ag By VE GSN Se eee Ge wp Bee: SE cu a1, 
1 + bd. 
Pa = Sa ee * eerie: 2 


RASPUNS: Fiecare sir se descompune in doud subsiruri marginite 
{chiar convergente, avdnd aceeasi limits) deci sunt amarginite 


{convergente). 
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3 LIMITE DE SIRURI SI 


DE FUNCTII 


Definitia monotoniei $i marginirii sirurilor a fost dedus4 din 
definitiile corespunzatoare pentru functii, prin procedeul ara- 
tat, de inlocuire a lui x cu n gia lui (Cx) cu a: Cu acelasi 
procedeu vom obtine $i definitia limitei unui sir din definitia 
limitei unei functii. Aceastda metodd de particularizare a unei 
definitii pentru functii in scopul obtinerii derinieie: analoage 
pentru $siruri pune in evidenta legdatura dintre siruri $i functii., 

-Sirurile fiind cazuri particulare de functii, este normal ca de- 
finitiile monotoniei, m4arginirii $i limitei unui gir sa fie ca- 


zuri particulare ale definitiizlor corespunzatoare pentru functii. 


LIMITE DE FUNCTII 


Definitia limitei unei functii se bazeazAa pe notiunea de veci- 


natate a unui punct. 
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Intuitiv, multimea V c R este vacinAdtate pentru punctul x5€ R, 
daca (1) x ev $i in plus, (2) V contine $i puncte vecine 


cu Xo ( la stinga $1 la dreapta }. 


it 


Evident ca dacA exista un interval deschis (a.b) astfel inca 
X oe (a,b) < V, atunci cele dauA coanditiiz sunt indeplinite: 

In garticular, orice interval deschis (a,b) ce contine pe x 7 
satisface ambele conditii, deci este vecinatate pentru x. 

Pentru puncte finite vom considera in continuare ca vecinatati 
intervale deschise cu centrul in acele puncte, deci de forma: 
V=a (lL -e, Ll + €) YxS (x07 6 s x,* 6) 
$i multimi care contin astfel de intervale. 

Pentru to nu are sens va (om - € , wrt &£), deci trebuie gésita 
o alta forma pentru vecindatatile lui tao. Pentru aceasta observ4am 
cA la dreapta lui +o nu putem considera puncte, deci wo + € trebuie 
inlocuit cu +a. De asemenea, deoarece o~ - £ = wo, inlocuim pe 


co - € cu €. Asadar, vom considera vecinatatile lui +a de forma: 
V = (€ 4 &) 
foo) 
$i multimi care contin astfel de intervale. 
Analog, vecinatatile lui -@ sunt de forma: 


" Vv = (-c 3 e) 
—-c 


Definitia limitei unei functii intr-un punct exprimd conditia 
ca atunci cind x se apropie de Xo s f(x) sa se apropie de valoarea 
ta limitei. 


Cu ajutorul vecinatatilor, aceasta conditie se descrie prin: 


lim f(x) =t < => 
2% 
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<> tvwyv 3 Vv WxeEeVv,x#x => f(x) EV J (258) ° 
Lt Xs Xo o L 


Dup4a cum a@ ara&tat, pentru vecinatatile vi si Vv. din definitia 
; om ; 


(32%), existd trei forme esentiale, corespunzator punctelor finite 
$i respectiv lui +a $i -o. 

Conventie: Pentru scrierea vectnstacdiue iui l se foloseste 

litera «, iar pentru scrierea vacinatatilor lui x_ se foicseste 


fe} 
litera 6. 


Avem deci urmAtoarele cazuri: 


a) % finit = Yeo (x67 és Xt 6) 


iar x eV <=> xe lx -6,x +6) “=F x - 66 xX x + 6 => 
x o o oO o 


<2> -6 <x -—-x € 6& <=> { x - xX | <6 
° o 


b) X= to => ne 2 ene = (od , +a) 


iar conditia x «eV devine x > dad 
c) Xo —-o => vy = va = (-o . Sd) 


iar conditia x, € vs devine x< 6 


oy Dein’, Wet Se Pay 

deci conditia f(x) © ¥, devine f(x) @(l-2e, lee) <= 
<=> Lae << tlx) < lt eae <=> Soe aya Se <=> 

<=> | f(x) -t | <e 


b’) 2 2 ta =? v= Vig ™ (£2 » +o) 


iar conditia f(x) eV, devine f(x) > « 


ce’) L=-o => Ve VL (-@ >» 2) 
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lar conditia f(x) EV devine f(x} < «€ 


Teate aceste cazuri apar in tabelul 3.1. 


Tabelul 3.1 


oO re) x 
o o 

V =(l-e, te) 
| x € V <=> 
{ *o 

<=> |x-x | < § 

x) 

f(x) € vie <=> F(x} e Vig <=> 

<=> Jtcx>-2| “e : <=> F(x}? De 


Vv =(6,0) 
2 
o 


#{x) € Vv, <=> 


[<=> [fOc “tp <2 | <=> f(x) De | <=> f(x) < « 


Consideradnd in definitia (***) fiecare situatie corespunzAtoare 


lui Xo $i t , avem in total 9 forme pentru definitia limitei unei 
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functii. Utilizdand tabloul 3.1 avem urmatoarele noua situatii: 


<=> [ y 
(2.3 i 
lim f(x} 
x 2c 
<=> [ Vv 
(i)) x= 
lim T(x 
x-wr- Dd 
<=> [ Vv 
(t)) Xoo 


<=> [ v 
(2) = 
lam f{x) 
x -> CH 

<=> [ Vv 
(2) Xoe 
lim f(x} 
x -> oO 
<=> [ Vv 
(t,) Xo7 


finit , 2 - finit 
= 2 <=> 
2>0 3 6,>0 V x#xOs { xX J<S => =| f(x)-1 [ce | 
+o, i - finit 
=t <=> 
£0 36 >0 Y x76 => | Flx)-2 f<e J 
é é 
=~ Dis @ - Ffanit 
y= 2 <=> 
£70 36. Vx<6) => | Flx)-2 f<e J 
€é é 
finit , L=to 
= +a <=> 
£ 36.50 V xex , fo xox [xd => Flx)>2 J 
o €é 

+o , 2 = + © 
= +a <=> 
e 36 Vi x>d => f(x)>e ] 

é€ é 
- ow, i=+o 
= +a <=> 
e€ 36, Vx<6, => F(x)>e ] : 
finit , l= -o 
= -ca <=> 
£ 36500 V xmxi, [xox [<6 => FO < e |] 
to, l= -o@ 


7O 


lim f(x) = -wm <=> 
x oO 


<=> [ We 3 6. Vx>6 . => f(x)<e ] 


lim f(x) = -ao <=> 
x -> ~CO 


<=> [ ve 36, Vv x<é, => Fixr<e ] 


EXERCIJVITr: 


I. Utilizand definitia, sA se arate cA: 


4. lim (3x - 1) = 14 So tae ee eee 

xos x =O 2 

; ox 
f 2x + 3 1: 5 : 
=. 4 = 

2. Lis =. aD 2 8. ~uie sin % sina 
3. lim x +2 =2 7. lim In x = l1na 

x32 x-a 
4. lim +, = +c 

7 (x - 1) 


Raspunsuri: 
In toate cazurile avem: x —finit. 
2. Parcurgem urmAtoarele etape: 


a) particularizam definitia limitei 
VSP Sere 7 * 
<=> [V 20 36.>0 W xml, Ix — 11 < 6, =F 


2x + 3 


Bee oi i[<e] 


(tinand cont de forma vecinAtdatii). 
b>) consideram «¢ > O. Garecare; cA&utAam pe Ss astfel:. 
c) facem calcule in expresia | F(x)-2 | punand in evidenta mo- 


dylul | XH |- 
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_ | 2x+ 3 _ 2aix-i 1 
[tQQs |=" sea o > 2 sxe 20," 


d) majoram (minoram) expresia obtinuta, tinind cont ca ne in-— 


tereseazA numai acele valori ale lui x pentru care } XX I< Se: 
, 6 
Deeks: eee pe eS. 
° } 3x + 2 | { 3x + 2 | 


e> dacAa expresia care mai depinde de x este marginita (continua) 
intr-o vecinatate a lui Xo? putem majora in continuare, pentru a 


elimina pe x . Avem: 
1 a 


5 
é€ = t+ 
Jae t at 9" % foe oy, ° “ss 


dGeoarece in intervalul [0,2] de exemplu, care este o vecinatate 


. 


: = : = 1 : : 
a lui a 1 , functia g(x) = Tax +2) este continua, deci 
ee eae: 1 i 
marginitAa: g(*)} e [=s: =] » daca x e [0,2]. 


f> determinam pe o. » PuNand conditzia ca expresia la care am 
ajuns ( $1 care nu mai depinde de x , ci doar de o. } sda fie 


mai micAa decit <€ 3: 


Ge Se ae. Ae 
ée2 e 


Orice oF care indeplineste aceasta conditie este convenabil. Putem 
Z 
de exemplu alege ee = 7 sau o. =e. etc. 


Fentru a putea folosi $1 majorarea fAcutda functiei g , trebuie 


sa avem si & £1, deci de fapt o. = min(l, Se) (de exempul). 


é 
Rezultas ¥ 
6 : 6 
= a eS é Se oe 3 
} F(x) z | ix 2 7 < Tsar 2 < 7] min(1i, za) < € 


<=> [V¥ «0 3620 Vxe2, |x - 21 <6. => 
é é 


=> ly¥x+2 -2|<«] 
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b>) fie «ce > O 3: cAutAam pe ©. 


ee tee 
ep Nel rare SoBe, Ae ee 
| oyu +242 | 
. 


{x -2 | ro) 


a ee 
Y¥x+ 2+ 2 5 yx +2+2 
6 ae 
eo = ee 6. Ines Me. eterna < = » deoarece in 
¥x+2+2 ¥x+2+2 
intervalul [1,3] de exemplu, functia g(x) = eta eeee_ eee! este 


m4rginita intre : git Sees 
75 + 2 y¥3+2 
6 
f) determinam pe 5. din conditia: = < €. 


Obtinem o. < 3e , deci putem lua de exemplu os e . Dar pentru a 
fi valabilAa $i majorarea care am fAcut-o functiei g trebuie sa 


avem si o. 1, deci de fapt o. = min(1,e). 


Rezulta: 


J} x + 2 | 6 6 
é € 


et SS Se en ae 
¥x+2+2 ¥x+2+2 . 


deci conditia din definitia limitei este $i in acest caz indepili- 


nita. 


4) ad lim, ——+—_ =@ <=> 
* 8 (x = 2) 


<=> [V 20 3650 V x#1, [x - 1] < 6, => 
é é 
1 


=> ——,>«] 
(x - 1) 
b>) fie € carecare (nu neapaérat pozitiv deocarece l = to , deci 


Viz Ce s +o) are sens pentru orice e » Mu numai pentru « pozitiv). 
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1 i 


qd. ———— < ( deoarece se au in vedere doar acei x, 
2 2 
Ix - i] & 
£ 
pentru care |x - 1j < 6. ). 
f> — >e => a < = , deci pufem lua 5 = ai 
S. 2¥ «é 
Atunci: 
> _ +. > +. = ~j— = 4e>e 
aes { —_ ¢ 
(x 1) Ix i] 5. Ae 
II. Utilizand definitia, sA se arate cA: 
Vie Sages sie Sig, 2 eae 
° 2x - i 2 ° % — 100 ms 
x ->cO x -> CO 
RAspunsuri: 
: 3x +1: _ 3 = 
1. a> lim Sy 4 si Ja <=> 
x -> CO 
=> ae Sexe 1 . 3 . 
{=> [v e>o 3 S. Vv x25 => Dye > | “. € | 


bd) fie «> 9 oarecares: cAutAm pe 6. 


c) decarece x, nu mai este finit, nu mai putem pune in 


evidenta |x —- XGle Vom proceda altfel: consider4am inegalitatea 
|f(x) -— 2] < & ca inecuatie in necunoscuta x ( utilizand gi 
faptul cA *x—> wo , deci putem considera |2x + 1/ = 2x + 1 ). 
Avem: 
3x + 1 3 : 
_ < {= dais “em gee = 
[t(x) tj <eé <=> aya 5 | < 3 <=> 
<=> Renn <{ e« <=>" ge < eé [ pentru x > - = ] 
2{2x + 1] 2(2x + 1) 
1 = 1 - 2¢é 
<=> 2x + 1 > 3s <=> x > 7 
: 1 1 - 2e : 
Deci pentru 5. = max ( >: ey. emcee $i x > 6. s avems: 
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Be a eh ee 
2 
: x +12 
ea. a) lim 100 =—- © <=> 
x -> co 
= : x + 21 
<=> [Ve 36, V6, FFT? 100 J 


b> fie -« oarecares; determinam pe o . 


c) exprimdam pe x din inegalitatea f(x) > « : 


~ 55 >e <=> ( putem presupune x > 100 pentru ca 
x —» ao) <=> x7 + 1 - ex + 1002 > O. Dacd xs si x sunt rada- 


cinile ecuatiei de gradul doi atasate $1 presupunem xs < x3 


avem f(x) > &€ <=> x > max(100 , x,) ‘ 


Deci putem lua So. = max(100 , x) : 


LIMITE DE SIRURI 


Definitia limitei unui gir se deduce din definitia limitei 
unei functii fAc&nd particularizdrile mentionate: 

(1) »©@’ Se inlocuieste cun 

(2) f(x} se inlocuieste cu an 

(3) Xo se inlocuieste cu Ne 

In plus trebuie observat cA nu are sens ae, —o $l nici Ns 
finit ( de exemplu, nu are sens n — 3 , caci n fiind numdar na-— 
tural, nu se poate apropia oricit de mult de 3°). 

Asadar, din cele noua forme ale limitei unei functii se parti- 
cularizeaza doar trei: cele corespunzatoare lui as +o. 


Avem deci: 
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(24) t- finit (se transpune definitia (ty) 


lima =2t <=> [ ver0 36, V6, ja - li<e J 


nN -> 


Deoarece in inegalitatea n > C n este numar natural, putem 
considera $i pe Os numar natural. Pentru a sublinia acest lucru 
vom scrie ns in loc de oo Avem deci: 


lima =2l <=> [V2>0 Bn ,eN Vnon => ja- tt] se] 
n e€ é€ 


nN ->c 


(ti) lt = +m (se transpune definitia (to) 


lima =a <=> [ Ve>0 3neN Voorn => ade | 
n : é é n 


(ly) ti =-a@ (se transpune definitia (?73)) 
lim a =-@ <=> [Ve 3neWN Woon, => ace] 
n é€ . € n 
M ->a& 
EXEMPLE: 


I. Utilizand definitia, arAatati cA: 


4. lim 3 =1 5 ie ee 1G 
nN ->cO nN ->c 2" + 3 

2. lim + = 0 4. lim ¥n%+n+1 =0 
n-o n+tetnet il nN ->& 
RASPUNSURI : : 


1. Adaptam etapele corespunzatoare pentru limite de functii, in 


cazul Xo = +o. 


; sn - 1 = 
ao lim 3—H>F1 <=> [vero 3 ne N vnon, 
n ->co 
sno- i 
snot 1 1| oe J 
b>) fie e> O oarecare; determinam pe ni € N. 
c) consideram inegalitatea: ja. - lt| < €& ca inecuatie cu necu- 
noscuta on: : 
| 
sn - 1 of 2 as: € 
Layee ee Sar ape = “See, ee 


7S 


1 
er 


< € 
| net#+nete ll ] 


<=> ( vero 3 née N Vvon>on, 


b)} fie ¢> QO oarecare; determinam pe n.¢ N astfels 


c) a a {< € <=> en? +-en +e -1> 0 3; Fie n sin 
2 4 
noe#+netti 


2 
solutiile acestei ecuatii de gradu! doi (n,< ni). Atunci pentru 


n> a, avem satisfAacuta inegalitatea considerata . 


Deci n= [ no ] + 1. 


METODE PENTRU CALCULUL LIMITELOR 


DE FUNCTII SI DE SIRURI 


IatAaA acum cele mai frecvente metode de calcul a limitelor de 


Siruri si de functii, la nivelul manualelor de liceu. 


METODE COMUNE PENTRU SIRURI SI PENTRU FUNCTII 


1. DEFINITIA. In capitolul unu am ardtat cum se foloseste definitia 
pentru demonstrarea limitelor, atit pentru siruri, cat si pentru 


functii. Completam cele spuse cu urmAtorul set de exercitii: 


I. Cu ajutorul definitiei, studiati daca existAa limita urmAatoa- 


relor siruri si functiis 


2 _ 
1. yn 100 


n- 700 — 


n 


4. 


Se 


6. 


F(x) 


F(x) 


F(x) 


2. DAREA FACTORULUI COHMUN FORTAT. 


adesea pentru inlaturarea nedetermindarilor de forma 


Oo 


o.° Prin scoaterea factorului comun fotat se urmareste obtinerea 


a cat mai multe expresii ce tind la zero. 


zeaza frecvent urmatoarele 


Oo 
1 


[oo] 


fs 


daca 
daca 
daca 


daca 
daca 
daca 


daca 
daca 
daca 


trei limites 


a>o 
a=0 


a<o 


yx -- in x7 2 $2 x7 2 


cos x - inx == ix=a 
o 2 $ o 
x74 a 
3 -inx=1s$i x =a 
Metoda se utilizeaza 


Pentru a avea expresii ce tind la zero se urmareste asadars: 


x 


x 


I. 


o-oo, 


Pentru aceasta se utili- 


—- obtinerea a cat mai multi termeni de forma x, cu ato, daca 


—-> Oo. 


- obtinerea a cat mai multi termeni de forma 


— oO. 


EXEMPLE: 


SA se calculeze: 
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a 
x 


cu ao, 


daca 


1. 


S. 


2 n+3 n 
3x" - x +2 7 + 9 
lie 2. lim 
x =D x? +x + 5 n ->co ” das - gt 
27 + 2-3" 4 3-5" 27 + 37 + x” 
lia LAN en ae tie fb aw %20 
n-c@ 3 + 3:4 + 4°5 nN ->co 3 +4 
n nN ' aS t 
aan 2:a + b es- Adam (n + 2)! (n + 1)! 
n>o Ba r+ 4-b” © n-co (n + 2)! + (n + 1)! 
3;—- 
lim ¥ os Zant = 2+ 7 n*+ 1 
5 


4 
rom not 6-n+ 2+ A n+ Bn + 1 
3 
¥x+2-¥x In(x?7+ x + 1) 


8. lig ——~—=~"*_ 9. lim _ 
x>0 3 ; x -> o> in(x* + x + 2) 
2x —- vx 
™ n ; 
: n 
16. tin 2 ee Se | ‘i ag ee ee 
se ow Loom pees ; neti 
3x + ¥ x [tnx "+ 1] % 
x 
12. lim dol eS. Pegi ines et ot 
‘ 1+ In]x] | xa In(x + e*) 
RASPUNSURI? : 


_ n , : . n 
2. Dand factor comun pe 9 obtinem termeni de forma x , cu x 


subunitar. 


2. 


In(x7+ x + 1) 


40 7 
In(x” + x + 2) i of a oe mt 1 } 
° 10 
x 
2ln x + ln (2 + ee =z } 
x ae ., 1 
5 expresie care tinde la ee 
loin x + in [1 + = + = } 
40 


<4 
x x 


cand x tinde la infinit. 


II.S4 se traseze graficele functiilor: 


n 


2 


ie Ge =" ties = ee. fe BO 


. ar 2} 
nN -> 2 + x 
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nN ->cO 1 +x” 
4. f(x) = lim ¥1 4%”, x > -21 
n->D 


n n 
5. #00 = lin 22S >. 
n —0 n 


6. f(x) = lim (x - 1)-arctg x” 


nN -> C&O 
n+i nes 
n n 
n ->00 x + S-lin x 


8. Pentru orice functie rationala, nenula, R, cu coeficienti 
reali, avem: 
R(x) 


. ROD) _ m . 
lim Rcx+1) 1 ( Manual cls XII } 
x => OO a. 


3. AMPLIFICAREA CU CONJUGATA. Se utilizeaza pentru inlatura-— 
rea nedetermindrilor ce contin radicali. Daca nedeterminarea pra— 
vine de la o expresie de forma: 


7 u(x) - 7 vx) 


atunci amplificadm cus 


Pp 
¥ uP ton) +t Paul Fen view? + cae t HVOF) | (3.1) 


in scopul elimin4rii radicalilor din expresia initial&d. Suma din 
(3.1) se numeste conjugata de ordin p. 


Daca nedeterminarea este dat&’ de o expresie de forma: 


7 u(x} + 7 vinx) 


cu p — numar impar, conjugata este: 


Pp = p a Pp < 
uP*(x) - ¥ uP 70%) vx) ec vec y) : 


Un ‘exemplu de aplicare a acestei formule ‘este exercitiul 53 de 


mai jos. 


EXERCITII: 
3 3 
1. lim ( ¥ xt x7 + 1 -/yv xo- “7+ 1 ) 
x ->@ 
5 him y¥ x74 1 +Yy 7 2x + 3 
x ->a@O x - 3 
~—— : 
3. lim 1+ ts 
x ->0 
e 
4. tie 2 eee 
x 0 " 
3 
3S. lim ca as 
x->-4 : 
1 + x \ 
m-p m om 
Vie a mp n+ei-vyn-i1 ae - be 
P P 
BUN > n+l -¥n-12 
3 3 3 
7. lim (agp¥nt+tavyn+1i+ ...t+arvn+k ), cu 


RASPUNSURI : 
7. Se inlocuieste de exemplu a" -a- a> aie “a . in sirul ¢@at 


si se calculeaza k limite de forma: 


tima( Yn -Anea ) 


nN -> Cc 


4. UTILIZAREA LIMITELOR FUNDAMENTALE. In cele ce urmeaz4a vom 


numi limite’ fundamentale urmdAtoarele limites 


(a) Mae oe 


a 
a->0 


B1 


(b) lim 
a->o 
(c) lim 
a-o 
Observatie: 

“Din (a) se deduce: 
lim a =1 5; lim 
a-o a-o 


Din (db) se deduce: 


‘ a 
lim ( Bite ie ) =e 


a -1 
=iIna 
a 
tg a arctg a 
") = i H li SFCrd OS 1 
a a 
a-o 
a a 
: a a a 
lim a =a-ina 
a-a fo) 
o 
a 
a3 1 - cos x 
2. Lim ri 
x ->0 x 
3 
2 1 - cos x 
4. lim 
z 
x ->0 x 
. sin x- t x 
6. lim 9 
2 
x ->0 x tg x 
‘i 1 - cos » Sate cos nx 
8. lim 5 
x -0 x 
. sin mx 
10. lim - 
sin nx 
x -> 7 


pentru diferite valori ale 


a->a@ 
Din ‘c) se deduce: 
Lim In( 1 +a) _ 1 
a 
a-o 
EXERCITIT: 
I. S& se calculeze: 
aa sin 3x 
sale 72% Sin 7x 
x +0 
- ux 
3. lim ae is —= : 
x ->O » 
Sy. die 22S 
sin 8x 
x ->7t 
7. pie 1 —- cos x cos 2x 
x ->0 x 
+ 
9. lim cos mx —* 
x ->4 (x - 1) 
x 7 sin”x 
11. lim 
ne2 
x ->O x 
22 lim arcsin x = arctg x 
x0 po 


13. lim 


8 o> nT 


lui newWN 


arcsin ( tg x ) 
arctg ( sin x ) 


intl + x) - In(1 — x) 


2S. am arctg(l + x) - arctg(1 —- x) 
x -0 
RASPUNSURI : 

12. Notand a = arcsin x - arctg x , observam c& a tinde la zero 
cand x tinde la zero, deci urm4rim sd obtinem = « In acest 
scop amplificam cu 
sin a = sin(arcsin x —- arctg x) = sin(arcsin x)cos(arctg’x) - 

~ sin(arctg x)cos(arcsin x). 
Notand cus u = arcsin x , eS arctg x , 
rezulta x = sin u,. deci cos u = os x? 
: 1 ; 1 
x = tg v, deci cos v = —————— , sinv = 
1 + x? 1+ x? 
II. Sa se calculeze: 
: 1. 
2 ; x? ~?2 
4 
1. lim Peet 2. lim (S— J % 
2 = cos 2x 
x ~-c x ~~ 2 x -70 
nn 4 ctg’*x 
3. lim tg = 4. lim (1+ x ) 
n -> CO ->o 
1 
x? y? x x 
5S. lim s_* b &. lim Ott SD. 
x-o La + b x->-co In(1 + 2”) 
c 1 
2 a S35 2 zen 
Ts lim In »x = =" bc 8. fn eerie Gees 
x ->.2 n ->o (3 + — ) 
n 


RASPUNSURI : 
&. In limitele in care apar nedeterminari cu logaritmi, se urma- 


reste permutarea limitei cu logaritmul: 
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1 


——— 
lim ———*—___ -1n(1 + 3%) = lim See ees = 
x ->-0 In(1 + 2") ; x ->-@ 
1 
i irna + 2%) 
= 1n lim | 1 + 3” = 
x ->~@ 
1 1 
x lnc + 2°) x 
Sin: - die Gs ae a Gite eee 
x ->=0 x--o In({i + 2") 
= (permutdam din nou limita cu logaritmul) = i z 2a 
lim —-1n(1 + 2”). 
x >-o 3 . 
1 1 
= = = 
ies Baie 
= a” 
lim Inl(1 + 2” In lim | 1 + 2” 
x ->- x ->-@ 
= 1 = 1 = 0 
x ce 
2 
a —s 
—_ x 
Pai 3 
In (eens | 
x -> -@ 
III. SA se calculeze: : 
: x a ig x 
ae Via 2 eta. oe 
x ~ a x x 
x~-a xO 
sin x ¥2 n 
Si lim 7S 4. lim n( v2 -1) 
x -=> 77/4 xr no 
4 : 
. 1 : eae | 
5. lim n(cos — - 1) 6. lim n-arcsin — 
n n 
n ->cO ; ; nN ~> CO 
3 i a 
7. lim n( / cos — ie | 8. lim n( a 1) 
n->@ n ->cO 
‘ n ‘ n : n = 
9. lim n( / a+ y a, twee + / a, p ) 
n => 
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RASPUNSURI : 


a x-a 
am Ss, 128 a(a ome ¢ 
1.0 lim ———— = lim —————— W—— si notand x -a=a, 
x7 a x—- a 
x -2a x —-a 
rae Ae : 
obtinem: tl =a lim sme =a°lna. 
a-o 
sia 
4. Consideram functia: f(x) = x ( 2% -41 } obtinuta din a. 
eal 
2* -1 
prin inlocuirea lui n cu ~.Calculam: lim f(x} = lim — go, = 
x -> 00 x -> 00 _— 
x 
= in 2. 


Conform criteriului cu siruri (vezi metoda 10 punctul Cc), 


avem ce asemenea: lim an = ln 2. 
n -> 
5. CEVA MARGINIT INMULTIT CU CEVA CARE TINDE LA ZERO, TINDE 


~ eer este mArginit si lim be = 0, atunci: 


nm ->? Cc 


LA ZERC. (4) DacA (a 


‘lim acscb =06 
n n 


m ->CO 
(RB) Daca tf este marginita intr-co vecinAtate a lui Xo 
Si iam gix} = O, atuncz tim flx)d-g(x) = 0. 
> ese t x -> xX 
ro) 
EXEMPLE: 7 
(-1)" : n 7 
5 lim = =O pentru ca {-1)} este m&arginit intre -1 $i 
nN -> co 


1. iar a tinde ta zero; 


2. lim + = Sos =O pentru ca 1- cos x este marginita 
x => 00 x 


intre 0 $1 2, iar — tinde la zero; 
x 


: sin x : 
3. lim Seige QO; 
x ->00 
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a : 
4. lim — ; unde a. este a n-a zecimala a numdrului 7; 
n ->oo ; 
p. | 
S.- lim : s unde Z este aproximatia cu nm zecimale exacte 
n-a@o 2n ‘+ 1 ‘ 
a numdrului e; 


&. lim 
n->o@ n- 2 


nes 
n ->c 
z 2 
5 fig: Se oe 
nN ->co n+ i3n+5 
9. co a:ctg(n-x), 


n->c nx + 2 


10. lim x-arctg > 5 


“n- ei _t 
11. lim plac ES sintn’), 
n->@ n+. 
12%. die? = —£%I : 
x -> co 


7.8 


x -O ‘ 
Indticattt: 
4. (a) este marginit intre 9 si 9, fiind format din cifre; 
n/7 nelN ; : 


5. (2). np este marginit intre 2 $i 3; 


6. METODA MAJORARII SI MINORARII. CA Dacd existAa functiile 
g $i h astfel incit intr-o vecinadtate a lui Xo sa avem: 


g(x) S$ #(x) € h(x) si 


lim g(x) = lim h(x) = Ul 


x ->x x ->% 
o 
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atunci lim f(x) = l. 
x => HO 


Schematic: 


g(x) < f(x) © n(x) 
Vv 
> tlt «€ 


CB) Dacda existA sirurile ODF ag si (Cc) EN astfel incat: 


bs aXZc incepand de la un rang n_ $i limb = lim c =l 
n n ia) Oo n>0 n n>ow n 
atuncis lima =l. 
n 
Tr ->C 
Schematics 


Odbservatie: 


Daca lt = +o, se poate renunta la h [ respectiv la (cen }: 


iar daca 2 = —-m, se poate renunta lag ( respectiv la (>) en }- 
Aceasta metod4 este mai greu de aplicat, datorita majorarilor 
si minorarilor pe care le presupune. Acestea trebuie sd duca ia 
expresii cit mai putin diferite de forma initialda pentru a nu mo- 
difica limita. 
Amintim citeva procedee, dintre cele mai frecvent intdlnite, 


pentru obtinerea sirurilor (>) en si (cen : 
1. Punem in loc de toti termenii sirului (a) en pe cel mai 


mic dintre ei ( pe cei mai mare ). 


Exemple: 


a= os + wk t+ 
" 2 2 2 
m+ a n+ 2 notn 


a) 
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. nv+ t nP+ 2 nPe on 


Raspunsurt: 


a) tn suma care exprimA sirul (2) en exista un cel mai mic 


termen, ae: Gene s $i un cel mai mare termen, eS te 2 Apli- 


‘ 2 2 
¥n+n ne+il 


cind procedeul 1., avem:- 


a ss + + wee + = > 1 
n 
2 2 2 
noe 1 ¥Y¥n+i1 nvo+ i neti 
a 2 . + 7 le OE z = a > 1 
n 
2 2 2 2 
y¥n't+tn no+tn no+n no+n 
deci a —— 1. 
n 


2. Minoram ( majorAm ) termenii ce formeaza Sirul a cu ace- 
n 


easi cantitate. 


Exemple: 
n i = 2 m 
a5 Pa 22 i abe ein ae S20 
n 
n+i n+ 2 no+n 
sin > sin 2» sin n™ 
b)} a= - + 3 He ood . 
n 
not 1 not 2 notn 
Raspunsurt: 
a) De data aceasta nu existd& un cel mai mic ( cel mai mare ) 


termen in suma ce formeazda sirul a. Aceasta datorita faptului ca 
n 
functia f(x) = sin x nu este monotonada. Tinadnd cont ca avem: 


-1 £ sin x £ 1 , putem majora inlocuind peste tot sin x cu 1.O0btinem: 


a< ges + see cee cae eat ~ O 
rm ne 4 n7+ 4 n7+ 1 n7+ 1 


Analog,putem minora inlocuind peste tot sin » cu -1,apoi aplicand 


primul procedeu rezulta: 
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gh a ga es eh Ee 
n 2 2 2 
ntn n+*-n ntnr n +7 


> Oo. 


deci a 
n 
3. Minoram (majoram) renuntaénd ta unii termeni ce formeaza 


Sirul a, . 


Exemple: 
n 
a) a=v7v iP+ 2P+ 11. + nn? 
n 
n 
b) a=¥1"+ 27% 1... +n” 
Raspunsurt: .” 
pu y, 
rY 
b) a2 ¥n”™ =n >oo , deci a, —— >a 
EXERCITI!2: 


i. SA se calculeze limitele siruriior: 


& n 
n 2 
2. a= > { ey Ee =A | 
n s 
kr=4 n ~ 
n 
a o 2k 
3. a= ») tg . 
k=4 n 


Raspumsurt: 
ie 
n ‘ n 2 
1. df 1+ = j=) id = : 
k=a nee > § 
1 + a 


n 
- _1 ) ko) majoram utilizind cel mai mic si cel 
=4 


mai mare numitor. Obtinem astfel numitori comuni pentru suma. 


. 2k 
sin 
2k n F : : : . : : 
3. tg = ——__—— $2 se fac minordri si majorari uti- 
2 cos 2k 
n n@ 


liza@nd cel mai mare $i cel mai mic numitor. 


7. §EXERCiITII IN CARE APARE PARTEA  INTREAGA. Cele mai 

inta@lnite metode pentru rezolvarea lor sunts . 
(A) Metoda majorarii $i minordrii utilizand dubla 

inegalitate: : a-1.<Ca } Za (3.2) 
cu ajutorul cAdreia se tncatreack functia ( girul ) a cAarei limita 
trebuie calculatda intre doud functii (€( siruri } care nu mai 
contin partea itreaga. 

Utilizand acest procedeit cand este vorba de funeteas de cele 
mai multe ori limita me se oftine direct, ci cu ajutorul 


limitelor laterale. 


: 2 
2 _ x + 
Exempiu. pentru caliculul limiteis: lim a+ ee = 
“x ->-2 x —- x - & 


procedam astfel: 
(a) Utilizam inegalitéatile (2.2) pentru a obtine expresii ce 


nu contin partea intrega: 


——+—__- 1; 2 < 2 
x - x - 6 — x - x - & eo ae eG 


(b) Pentru a obtine functia a carei limita se cere, amplifi- 


2 
x 2x 


cam inegalitatile precedente cu » tinand cont cas 


2 
x + 2x 


- la stanmga lui -2 avem: > O, decis 


90 


-x - § 
; ‘ xt 2x 5 
7 ge eee 
x7+ 2x 
- la dreapta lui -2 avem: Sage < 0, deci: 
x74 2x e <3 7+ 2x S : 
assis Se aT Bak! emer cae ar RES Ac 
x—- x - & x~- x - & 
x7+ 2x 3 
ee ee 
x—- x - & 


= (c) Trec&n@ la limita in aceste inegalit4ati (metoda majora— 


rii $i minordrii), obtinem limita la st&nga: Li(-2) = = $i li- 


: _ 2 : _ 2 
mita la dreapta: tf 2) = > deci lt = > ae 


(B) Dacd nu se poate utiliza dubla inegalitate (3.2), 


- 


pentru in f(x), cu m eZ, se calculeaza direct limitele latera— 


le, tinand cont de faptul ca: 


~ daca x. >nm cu *« <n, atunci Cx] =n- il. 
- daca x >nm cu x > n, atunci [x] =n. 
Exemplu. Pentru lim (- ys (x - 1) nu putem folosi (3.2) 


deoarece expresiile ce se obtin pentru calculul limitelor laterale 


nu au aceeasi limita.De aceea utilizam faptul ca la stdnga lui i 


avem (x] = 0, iar la dreapta lui 1 avem ([(x] = i,deci: 

‘ tx] 
1.(i9 Ss tie Se. Se iy ee es 
s x->4 x -1 x->t x - 1 

a<4 x<4 

(x). 
; (-1) aay Fai Gi 

EG yee et ee Sea 

x>2 bef 


Rezulta U2 = -a@ 


(C) Daca x 


>@ putem inlocui [x] tinand cont ca pentru 


x e Cm,m+1), avem: [(x] =m ( evident, x >oo implica m —— oo ). 
1 tx34¢-4* 

Exempl: lim ( 1 + és } 

x -> 00 Cx]+(-1) 
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Variabila x care tinde la infinit este sigur intre doud numere 


intregi consecutive: m <x £m +1, deci: 


1 m—-1 1 CxJ+c-1 si 
Ce WR eerrerc < 
| Cx}+(-1)°*? 
+1 
< 1 1 % $i 
= mt 
m m+1 
lim [1+ - ) = rim [1+ >) =e 
m+il im 
m ->cO m -> CO 
EXERCITI?: 
2 
I. 1. lim 22S ————3 ___ 
a x= Bx + 15 
2 2 
2. lim xe +8 xt 2 
x ->oO x +x +1 x —- 12x + 32 


oe! he  S 
S- Lig [si] -ts * 


ae Ssin x + cos x 
sin x 


[x] + (27%) + 1... + En?x] 


3 
n -> Cc im] 


[x] + (37x} + (57x) + 22. + £(2n-1)?x] 


2. lim : 
n-o n 
3 lim Cx] + t2*x) + wae + tn*x] : 
. kes 
n ->o n 
: CxjJ-1! + [2x]-2! + ... +[€nx]-n! 
4. Rei es os; 


92 


8. UTILIZAREA DEFINITIEI DERIVATEI. DupAa cum se stie, deri- 


vata unei functii este: 
g{x) — g(x) 
a eee ar oo olde 

o o ba 


daca aceastd limita exista si este finitda. Ea poate fi utilizata la 


(A) tnlaAturarea nedeterminarilor — pentru limite 


de functii ce pot fi scrise sub forma: 
g(x) - g(x) 


x ->x x — x 
o o 
% fiind un punct in care g este derivabila. 


x a 
a ~-a 


Exemplu. lim ————— . Observam ca notand g(x) = a”, avem 
x oa x ~- a . 
g(a) = a® $i limita devine: 
rie SC) ~9(3) aceasta limita are valoarea g’(a) deoarece g 


este o functie derivabila in a. 
Am redus astfel calculul limitei date la calculul valorii 


Q@’(a), calcul ce se poate face derivand peg : 


g'(x) = a*In a, deci g'(a) = aina =i. 
Odservatie: "aceasta metoda poate fz utlizata astfel: "fie 
g(x) = a”. Avem g°'(x} = a”ln a, g’'(a) = a°in a = 2. Nu recomandim 


insa la examen acest mod sintetic de redactare a rezolvarii deoa-— 
ece el rvzate jadiiee in eroare pe examinatori. De aceea detalirea: 
"“Observam ex notid g(x) = «--s sven g(a) = ..- Si limta devi- 
ne ...-. = g@'(a) deoarece g este derivabild’ ina .... " este mult 
mai indicata. | 

(B) Calculul limitelor de sgiruri, prin intermediul unor 
functii atasgate. Functia atasatA sirului, de data aceasta, nu se 
obtine prin inlocuirea lui m cu x, in expresia lui a. deoarece pen-— 
tru x —— ow nu putem calcula derivata,ci prin inlocuirea lui 


n cul ( ceea ce duce la calculul derivatei in zero). 
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n 
Exemplu. Pentru lim n(¥ 2 - 1) , considerdam functia 


n-> co 


fix) = Jat obtinutda prin inlocuirea lui n cu + in expresia 


lui ac: Calculam Lim f(x) . Pentru aceasta observam ca notind 


x ->O 
gix) = 2" avem 9(9) = 1 -si limita devine: lim ix) — gS) 


x ->0 


= om (O} deoarece g este o functie derivabila in zero. Avem: 


g'(x) = 2"1n 2, deci g‘(0) = lh 2 .Atunci conform criteriului cu 
giruri odtinem lim a = In 2. 
n>o n 
EXERCITITI: 
I. 4. lim DAS 2. lim S20 
x->4 x -90 
! ¥2 
in x pee 2 
3. lim ever ea 4. lim, pa 
x ->4 ¢ x2 — x- — 
‘ 4 4 
arctg x - = sin x 3 
Se lim 6. lim, = 
x->4 x - 1 ; : x- = x- — 
4 4 
sin shee x - oe 
7. lim S95 #4 8. lim, a 
x ->9E a a a 
: 4 4 
II. Pentru a> Osa& se calculeze: ; 
— 
x a x a 
‘a — 92 re oie Ba 
1, lin ———— 2. lim 
: x - a x—- a 
xa x->a 
3g x wJtga tg xX _ tg a L 
Se. Tia, Bae Alig Ps Sa 
x - @ : ; : 2 
x -9a xa sin bx — sin ba 
x x x ae x? x? 
+ — 
5. lim [= ~ 375 )* by ive 2 
x x 2 
x0 x0 {a -b | 
log,x - log x 
7. lim : = 
x70 x ~ a 
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Raspuns: 


4. Impartim $i num&rAtorul si numitorul cu x —- a. 


III. S& se arate ca nu putem utiliza definitia derivatei pentru 


calculul limitelor: 


i. aig ¥Y x - cos x - 1 2. lim 1 in 2:arcsin x 
x 2G x x ->4 2 n 
x>0 x4 x —- 1 


; : 
n 
Iv. 1. lim n( Ye -1) 2. lim v2o4 


n->co : n=->oO Z-1 
n n : 
3 lim/n( Va, + Ya, a 2.3 
n-> co 
4. linn(Ya+7a, +...+7%a -k) 
T% ->C 
n n n 
Ya -Va, 
5S. lim ee » cu asa, > 0 + 


no 2 


donee x Nao 
6. lim sCU AlsA,s ee ya70 
- nc K 
n 
n({¥n -1) 
7. lin ———— 
7-2 CO Inn 
Raspunsurt: 
x. 
2. Considerdm functia: f(x) = Z-, obtinuta inlocuind in 
3s - 1 


expresia sirului a pen cu  . Calcula’ lim f(x). Pentru a utili- 
n 
x~>>O0 — 


za definitia derivatei, impartim si numdaratorul si numitorul cu x, 


deci; 


2 - i 
f(x) = — 
i eee Ee 
x 
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Observam cA notind g(x) = Fae avem g(O) = 1 si limita de la nu- . 


g(x) — 9(O) 
x 


marator devine: lim 
x-o 


= g‘(x) deoarece g este deri- 
vabil&a in zero. 


g’ (x) = 2"1In 2, deci conform criteriului cu giruri l= g’°(9O) = In 2 


Analog, noténd h(x) = 3". limita de la numitor devine: 


h(x) ~ hd) 


: = h‘(0O) deoarece h este derivabilda in zero. 


lim 
x 30 
h' (x) = 3"in 3 deci, conform criteriului cu siruri, = h’'(O) = 


In 2 


=i1n 3, iar 1: in’ 


5S. Limita contine o nedeterminare de forma ; hae deci aplicam mai 


intii metoda 4: 


n n 
ha + Va “ Va + Va 
yY “4 ¥ 2 = a y¥ 4 v2 2 

2 2 


lim = lim 1 = 
n> co n -> c 
n n 
: - [ro ,+ {o, 2 
tts as Oe nS ? 
n n 
va, + Ya, =<2 ¥ A" ¥ % ? 
= lim 1+ = 
n->@ 2 
"fa + Va -2 
a 2 
lim n 
TN ->0o 2 
= e 
Considerdam acum functia f(x) = =. ( a’ + ay - 2 } obtinuta in- : 


- locuind pe n cu + in expresia de mai sus Calculam lim f(x). Pentru 


x ->0 
aceasta, observam cA notind g(x) = ar .+ a, avem g(9) = 2 si li- 
mita se poate scrie: lim Bin) — gt0) = q’(O) decarece g este 
x -20 : 
derivabild in zero. 
Acum gq’ (x) = arin a, + azin a: deci g‘(O)} = In a, + In a 


Conform riteriului cu sgiruris: 
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lim n( Ya, + Vas - 2} = Inlaja,), iar limita initiala 


n ->c 


este . en - eee > 


9. UTILIZAREA TEOREMEI LUI L’* HOSPITAL. 
Teorema. (1’Hospital ( 1661 -— 1704 )) Dacda functiile f sig 
indeplinesc conditiile: 


1. sint continue pe [a,b] $i derivabile pe (a,b)\{ Xo } 


3. g’ nu se anuleaza intr-o vecinatate a lui *e 


f° (x) 


4. exista lim ——— =a finit sau infinit 
g’ (x) 
% >Re 
o 
Atunci exista lim LU) : 


Aceastda teorema se poate utiliza la : 


(@) Calculul lamiteior de forma: lim a cand acestea con- 
i tapers 
: : . ce) foo) 
tin o nedeterminare de forma @ sau zt: 


(B) Calculul limitelor de forma lim f(x)-gtx) cand acestea 
x ->x 
Oo 


contin o nedeterminare o-O. 


Aceasta nedeterminare poate fi adusa la forma (A) astfel: 


lim f(x)-g(x) = lim Tix) (nedeterminare de forma fal ) 
x ->%x x ->x sae 
-"o oO g(x) 
lim f(x)-g(x) = lim —Si*) ( nedeterminare de forma ~ ) 
oo cata F(x) 
Observatte: uneori este esential daca scriem nedeterminarea > 
foo) 
sau, —. 
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1 2 
: x 
Exemplu: lim -e 
x ->O x -1 
~4 —= 
. 2 
* 2 ack 
- es x - a 
Daca scriem lim —— 2 = lim 5 (nedeterminare >>? 
x oO x” “woes x 
-4 
& : “ze ~4 
Sg — 
we ~ as 
Si derivam, ocStinem:s i = lim -—- = lim —— (nede- 
x oO ZX x -20 x 
terminare ce forma ——- cu gradu? 


mumitorului mai mare) 


Dacda punem in evident’ nedeterminarea — 


“4 pS 
’ i x : a ’ 
lim -—‘<‘e = lim --—--— Si derivam, obtinem t = 0. 
x0 xO ~ 
2 
x 
e 
(C) 


Calculul limitelar de ferma 


xX 72x 


lim ( f(x) - g(x} ) ; 
nedeterminare a- 


cu 
wo. 


F(x} Ss 


AceastA nedeterminare oaoate fi adusAa ia forma (B) dand factor 
comun fortat pe sau 


Q(x). 
Avem, 


de =xempiu: 
x ->x 


lim ( f(x) - g(x) ) = 


lim f(x)-{ 1 a 


Trae ) si cum 
Ro >= 
xX —~>x 
F(x) o> @ distingem dovda cazuris: 
= : » —. gf ly oe g(x) , 
Gacd lim f[ t 7 >} axc (¢ adica Fixy mu tinde 
x —>x 
° 
lal), avem: lim { f(x} - qix) 3 = o'S = wo'sgna=to. 
x ->x 
a 
ages “ide LOO ea SC 
mete atx) 
eae 


redeterminarea este de forma (B). 


th 
aay 


(D) Calculul limitelor de forma lim f(x) 9%, cu nedeter— 


x -> x 
o 


; P co o o 
minari 1 » O ,@ . 


Aceste nedetermindri pot fi aduse la forma (C) utilizand 


tog {A - 
formulas A=a care pentru a=e , de exemplu, 
deyines A = ein a » deci: 
C in £ (x) 9” xB A) IP or 
lim f(x)9 = lim e =e 
x ->x xX 72x 
° ° 


Ultima limita contine o nedeterminare de forma (C). 


Pentru siruri aceastA metoda se aplicAa numai prin intermediul 
uneia din cele doudé functii atasate sirului ( obtinute prin inis- 

: : : : : 1 . 2 
Ccuirea lui nm cu x sau prin inlocuirea lui nm cu ae in expresia lui 
a. ). Conform criteriului cu siruri rezulta ca limita sgirului este 
egal4a cu limita functiei atasate. 

Atentte: inlocuind pe nm cu x calcul4am limita la wo, iar inlo- 


cuind pe n cu + calculam limita in 0. 


EXERCITI?Z: 


I. Calculatis 


et — 9720 log _* 
1. lin ————_ Ze lin —-—— , daca aol 
k 
x ->0 In(1 + x) x->CcD - X 
: ( un polinom creste mai repede 
’ la infinit dec&t un togaritm > 
x a 38 a 
: ¢ i 1 1 
3. lim =< =¥ om, daca aril 4. lim ( —S_—— } 
x ->co X x->4 In x x - 1 


« un polinom creste mai incet la 
infinit dec&t co exponentiala > 


S. lim 1In(i + sin*x)-ctg 1n7(1.+ x) 
x -90 
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ae 
eae x — SIM x 
1. lin ————— 2. iin ———— 
sin x + COS x 
x -0o % -> 0 
Raspuns: 
223 1 : : 
1. Pentru f(x) = x sin —- $i gtx} = sin x avem: 
: 1 
£° (x) 2x-sin + ~ cos — 
lim a ns = lig ——————————"- - nu existaA, deci nu 


x -O0 x ->0 cos * 

este indeplinitda conditia 4. din teorema. Totusi limita poate fi 
ree 1 

x Sin a 1 

Calculata observasd cA: lim = —————_ = lim ———-x- sin — 

x ->O sin x x ->0 


£0. UFILIZAREA CRITERIULUI CU SIRURI C CRITERIUL HEINE 5 


Enuntul criteriulut: 


i = 7 C= i i s 
lim f(») io¢ [ Vv ( x yh cu proprietatile 


x "> 
o 


b) x eD rezulta lim f(x ) = 2 | 
n3o n 
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Observatte: daca x, = © condifia c) nu mai are sens. 


Acest criteriu nu poate fi folosit pentru inlAaturarea nedetermi- 


narilor deoarece sirul ( x ) p) Ain enunt este oarecare,deci modifi- 
cand sirurile, (un nu@dar intinit de Siruri) nu putem inldatura nede- 


terminarea.Totusi, criteriul poate fi folosit la : 


(A) Calculul limitelor ce nu comtin nedetermindri. 


Exemplu: GA se arate, utilizand criteriul cu s$iruri, ca: 
lim 3x +5 — 12 


ax +3 7 
x ->2 


Rezolvare: Ca> trebuie aradtat ca: 


Vv (x, ) ne ou proprietatile: a) x > 2 
b) x ¢€ RVC ae 
c)x# 2 
n 


ra 


: 11 
=> lim fix) = — 


nN -> CO 
Cb) fie ( x ) » un $ir Oarecare cu proprieta— 
tile a),b),c) 
CoD in lim f(x") utiliziam proprietatile opera- . 
nN -> co _ 
tiilor cu limite de siruri pentru a pune in evidenta lim a 


na 
( este posibil deoarece nu exists nedeterminari ), apoi utilizae 


faptul cA limx =x 8 
n o 


n -> oe : a ; 
3x +5 ve ( 3x + 5) . oe +5) 
lim = SR cicero aE 
now = %,* 5 lim (2x43) | 2-Bim x 43 
> fi -2 CO = : nN ->@ 
. 32+5 11 
+ > 


(B) Pentru a arata ca o functie nu are liaitaéa intr-w,9 


punct. In acest scop putem proceda astfel: 


1.- gasim doud structs € x ) nel si Cy, ) wet cu propri- | 


etatile a),b),c) gi astfel incit: 
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lia fix) z 
no 


lim. tty) 


nN ->c 
saus 


23° g4sim un singur sir cu prdpriet&tile 


incét lim f(x) 


nN ->c 


nu exista. 


Exemptu: nu exista lim sin x 


x "> CH 


2 = . R 
fie x= 2nne $i ) 2nr + >: Avem: 


a) x 
n 


>. oc 


> Ds eae 
b) x 97,€ R 


si lim F(x) = lim sin 2nx = 9 , 


rn->o n> co 
lim f(y) = lim sin( 2nq + 7) = 1. 
n->co ie n ->co 


Deci limita nu exista. 


2% fie x= es Avem: 
B n 2 
a) »xX > oo 
n 
b) x ER 
n 
$i lim sin nu exista. 
n ->co 
fC) 


de siruri astfel: 


C2 fie f(x) functia atasat4a sirului, 


a),b),c) 


$1 astfel 


Criteriul cu siruri se poate utiliza in calculul limitelor 


prin inlocuirea, de 


: : : ; i 
exemplu, a lui nm cu x in expresia lui a (sau a luin cu — ,dar 
n 


atunci calculam lim f(x) ) 
x -~>0 ne 


Co calculAam lim f(x) = tt 


x -2 CO 


€cD conform criteriului cu siruri 


pentru orice sir ( x Jnen cu propriet&dtile: 


avem lim F(x) =U. 


n->co 


Observam ca sgirul x =n 
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lim f(x) = 


a) x 


‘b) xX 
: n 


indeplineste conditiile 


(rspectiv Lim, f(x)). 


t inseamna: 


a) si b) §1 


in plus, pentru acest sir avem: F(x > =a , deci lim a. = 


n -790 
lim f(n) = Ul. 


nN ->cO 


EXERCITI2Z: 


I. Utilizand criteriul cu giruri sda se calculeze: 


1. lim aS 2. lim (¥ Z@x + 2 - arctg x } 


2 
x->>4 2x - 3 


x ->4 
3 
3. lim, (cto x + x 3 4. lim ¥ cos x 
x — x Oo 
2 
5. lim ¥ 3*+ 9 
3 
II. Aratati cA nu exista: 
1. lim cos x : 2- lim tg x 
xX -> CO « -> 
=. Adee” 4. lim ¥1 + sin*x 
x -> CO x +> Cc 
; 2-sin x + cos x F 
Ds lim —"Z + cos ox 6. lim af x [x] } 
x -> CO x -> CO 


7. DacS fF are limita la stanga (dreapta) in Xo? atuncis 


; 1 ; : 2 : 1 
L(x? = lim Lie 2 aoe irespectiv t Ox = lim Fix, + oe 
mn -» oO nm -2 co 


( Manual cls Ki ) 


8. Daca lim f(x) = 2 , atunci lim f(n) = 2 , dar nu gi 
nm —>00 n 0 
reciproc. 


9. Nu exista lim f(x) daca ff: D 


x ->cO : : 


> R este o functie 


periodica neconstantAa. Consecinte: nu exista lim sin x 


x -2>€& 


3 


lim cos x ,; lim tg %&® 5; lim ctg x .- 
nc mM -200 x ->cO 


Raspuns: 9. Acest exercitiu este generalizarea exercitiilor 


1.- 6. . Pentru rezolvare, explicitam ipotezas 


103 


- ¢ - periodicaA <=> 3T>0O Wre®, = f(x # T) = F(x) 
- f ~ neconstantSa <=> 3 a,b eD f(a) @ f(b) 
Utilizam acum metoda i: Sirurile x= a+t+nTt, : b+ nT 


indeplinesc conditiile a) $i b), iar: 


lim f(x ) = liam f(a + nT) = lim f(a) = f(a) 
n->@ ” n ->cO n ->& 
lim tly) = lim f(b + nT) = lim f(b) = f(b) 


fi -> 00 n ->@ n -> 


III. S&2 se determine punctele in care au limitA functiile: 


f,9, feg , got pentrus 


f x? x € Q 2x + 3 x € @ 
fe AGO 2 x Ee R\Q g(x) = 3x +1 x € R\Q 
sin x xe Q > x € @ 
2. f(x) = { 9G) = { 
eee x x € RV\Q eae x € R\Q 


a xe @ 
F(x) = { g 


x Ee R\Q G(x) 


Respuns: 1. fie X5€ ® = R oarecare. Studiem dacda f are limita 
in x 5° Pentru aceasta observ4am cA esta eseny sss daca ( x ) nN 
este rational sau irational.. Considerdm mai intai situatia cand 
$irul ( xO j N este format doar din puncte rationale ceau doar 


doar din puncte irationale). 


Fie ( x J mn un sir_de puncte rationale cu proprietatile a), 
b),c).Avem: lim f(x ) = lim yee xs ' 


n ->00 na 
Fie ( Y,, ) mn wn sir de puncte irationale cu proprietatile a), 


b),c)-Avems lim fiy_) = lim 2 = 2.Deci functia nu are limita in 
n-@ e nm -> 00 


Orice punct Xo pentru care xs, ¥ 2,adica Xo ¥ 42.Pentru x, 7 v2 


considerdam un sir oarecare (x) cu proprietatile a),b),c).E1 
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se descompune in douad subsiruri: (x") 2) format doar cu termeni 


rationali si Cx" oe doar cu termeni irationali.Deoarece 


. mote Sat ozo ‘ ae oe ee ae sas ors = 
Lim, f(x.) = lim) (x°) =(¥2 ) 2 $i lim. f(x"’) = lim) 2 = 2, 


deducem c4 lim_ f(x) = 2.Analog pentru x = -72. 
‘x V2 


METODE SPECIFICE PENTRU SIRURI 


12. ORICE SIR MONOTON SI MARGINIT ESTE CONVERGENT. ‘Aplicarea 
acestei metode revine la studiul monotoniei $1 ma4arginirii, iar 
pentru determinarea limitei- se trece la limita in relatia de recu- 
renta a sirului respectiv. Daca initial nu este data o astfel de 


relatie, ea se poate obtine la studiul monotoniei. 


E n! 
xemplu: a= =< 


Ca@ Pentru studiul monotoniei $i marginirii nu putem aplica 


fi . get 
metoda functiei atasate ( f(x) = 


nu are sens }- Utilizam 


metoda raportului ( incepem cu staat monotoniei deoarece 
(1) dacAa sirul este monoton, cel putin jumatate din problema mar- 
girii este rezolvata, dupAa cum s-a mai ardtat: (2) daca eirai nu 
este monoton nu putem aplica metoda deci nu mai- studiem margini- 
rea. | 

Avem deci: 


(n + 1)! ae 


n 


Nee 
+ 
et, Sop (ey ae bs 
n =, (n + 1) 
n 


Deci sirul este descrescator. 


Cbd MSrginirea « Fiind descrescAtor si cu term&6éni pozitivi 
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Sirul este marginit intre O $i a Exista deci 2 = lim an: 
‘ n ->0D 


Cc> Pentru calculul lui l observam ca la studiul monotoniei am 


o@tinut relatia de recurenta: 


a n n 
Ls ee <> a =a | —— 
a. = met nee nl n-tl 
Trecand la limitd in aceasta egalitate obtinem: 
pew 22 go> 2 ee OR 
e 
EXERCITIZ: 
n 

1. as —t> 

= (ni!) 
2. a 1°3-5-...-°(2m — 1) 

n ce, heer 
3. a= zt 2t.sse t+ V2 - nm radicali 

2 7 n? -— 2 n+2 

tas (ort rte eo | oe ee 

7 7 7 7 1 
a a= [ Te * Sis * + * GATS on $d) }+ In + i 

n 
Be a= ») 2k 3 
K>4 3 

Pes tania Es Ee ee ey unde ( b ) indepiineste 

n BY db, ? bl? n 2neN 


conditiile: a) lim b=a, b) bf{b —b } <1. 
n n % net n 


nN -> co 

8. a= : + = + c2. + - 

aoe, ¥2 Yn 
9. a= * + = tiene + -* 

n 

yi ¥ 2 yn 

Rasgunsurt: 
3. Se observa reiatia de recurenta: 4a = 2t+a. 
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a) Monotonia: a -a#= f2 +a - a . Pentru a compara acea- 
a eee eee net n n n 
st4a diterenta cu zero, facem o alegere, de exemplu a 2a=, pe 


care o transformam prin echivalente: 
a 2a <=> 2ta 2 a, <> 2 + a. za <=> 


a—-a -2503 x*=x-220 = x=-1, x= 2 
n n Ff 


Deci a 2a <=> a e@(-1 , 2). 
° Teed n n 
Am ajuns astfel la concluzia cA sirul este crescdtar daca si 
numai daca este mAarginit intre —-1 $i 2. Avem, evident a o> -1 
deci mai trebuie ardatat ca ais 2. AceastAa inegalitate o demons— 


tram prin inducties 


P(n)s: as2 


n 
Verificares P(1i}: aS2 <=> ¥2 £2 ( adevdarat }. 


P(n) => P(n + 1) 


Deci am demonstrat monotonia $i m&rginirea. ExistAa deci 


2 = lim a: Pentru determinarea lui i-trecem la limita in relatia 


nN -> Cc 
L 


de recurenta .(de data aceasta o astfel de relatie este data ini- 


tial): 
ae Se 
a = /2 +a => lima = lim 2ta => 1:5 2tit 
n+. n n 
nN -> Cc n 7? : 
=> 7= 2+ 21 => l=-1 sau lt =2. Cumil = -1 este imposi- 
bil, deoarece a? O , deducem l=2. 
; 2k + 3 ; ' 
& Descompunem fractia aa Pao intr-o diferenta de termeni 
3 
consecutivis: 
2k - 3 A-k " B C-k ~ D (3.4) 
3 3 3 
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Pentru detereiaaces celor patru parametri: 

a) utilizdm metoda identificdrii si 

b) punem conditia ca termenii din membrul drept in (3.4) sa fie 
consecutivi. 

a) 2k + 3 = SAK + SB - Ck - D <=> 

<=> 2 +3 = k(SA- CC) + 5B-D 

b) numitorii sint consecutivi, deci punem conditia ca $i nusgéra— 
torii sa fie in seveaes relatie de-consecutivitates numitorul pri- 
mei fractii se bneane din numitorul celei de-a doua prin inlocuirea 
lui k cu k-1, deci si itre numarAatori trebuie sA avem aceeasi rela-— 
ver | = 

A-k + B= C(k -1) + D 
<=> A-k + B = Ck + (D - C) 


‘Am obtinut. astfel sistemul: 


5B -D=3 
A=C 
B=D-cC 
; : ar -3 1 
cu solutia: A=CFHz > ; Bis Ss Dae 
Rezultas 
1 3 1 1 
Se 5 Aes - 22 ees, Qo 
"yf.  s* as a s* 
1 3 1 2 : 
=k - =k & 
x } 2 =a 3 2 Te, ke Poke ge a el Ps 
2s s""* x's s* 8 3-8 s*-9 
a eee 1 a+ 1 
coe + Z 2 - 2 + 2 + eee + z= s = 
> Sas 5-8 37-9 3” 
ane 2 . 
_ 42 2 2) : — ee 
age - (es aera nearing. prin urmare lim a. 3° 
ro n->@ 
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1 1 1 
s te = 
7 Avem 5 > oR 5 : 
n n+a n ; 
deci a 2 (b- b) + (b- Bb) +... + (6b — bb) = b - Bb — ow. 
n 2 a 3 2 n+i n n+4a a 


8. Se aplicA concluzia de la 7. 


If. Studiati convergenta Sirurilor definite prin: 
1. a = ———— , cua dat. 
a o 


2. x = x7—- 2-x +2 s cu x dat. 
nn n 1 


4. a= = a + = } s cua > O dat. 
n Zz n-4 a o 
n-4 F 
x eee 
na Mae =o 3 s cux eée{LoO, 1j 
2:°a-xX ng é . 
G6. X= ee 7 CU aX. >. OO dati. 
n at X fe] ki 
n-1 
nee 


Indicatit: 


4. sir cu termeni pozitivi ( inductie ) $i descrescdator. 


; 1 - ‘ 
cogsi | a, }< z= Fie 


1 $1 1, limitele subsirurilor de indice par si impar. Se arata 


32 - > oOo a -a 
2k+2 Boy 2 2k+3 2k+4 


4 
céa t=. 
1 2 


12. UTILIZAREA LEMELOR CESARO - STOLZ SI RIZZOLI 


Lema: ( Cesaro - Stolz ) Fie ( a ) un sir oOarecare si 
Racca ; n 2neN 


( BR. Je un sir strict crescdtor, avand limita infinit. 
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‘ 


DacA existaA lim —*———— = 1 - finitA sau infinita, 
n ->cO ann - 8. 
a 
atunci lim —— = il. 
nN -> Cc B. 


AceastA lemA se poate utiliza la calculul limitelor de siruri 


ce pot fi puse sub forma de fracties 


a 
lim a (3.5) 
n -2 CO n 
$1 a limitelor de forma: 
a he 
is + ‘“ a ‘é . 
lim 5 a — in ipoteza cA aceasta limitaAa exista 
n -> Cc nea Tv 
$1 ( Z. J nel este strict monoton. 
CONSECINTE: 
ee n 
(A) Daca lim = =l, atunci lim a, = Ese 
n ->cO n n -> co 
ina 
* n 
; n lim = ——— 
' in a n -> oO n 
Intr-adevar, lim “Va = lime " =e = 
n ->c " n ->cO 
Ina - lina Bes Bed 
lim ” : lim in In lim * 
n ->c nti-n7n n->c n->0c a 
=e =e m =e nC = 
- elt i es tL . 
Exemplu: lim Tn = 1, deoarece pentru a=n,.,. avem: 
n->o s 
Anes 
lim = = 1. 
a 
nN -> CO n 


(B) Limitele mediilor aritmetica, geometricda $i armonica a pri- 
milor n termeni ai unui sir avand limita 2, au valoarea tot l: 


atat ... ta 
> 2 en , n 
liao C—O lim Qa "AQ * «es “A = 
n 4 2 n 
n->cO 4 n ->cO 
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= lia n = lima 


1 1 a 
NN -> CO —_— + — ~ sas * —= nN -2? Cc 
o a a a 

4 2 : n 


Odservatte: oO varianta a lemei Cesaro —- Stolz pentru. cazul 
cind as 3. ———"” O a fost demonstrata de I. Rizzoli 
‘ { Gazeta Mat. Nr. 10-11-12, 1992, p. 281-284 ]: 
LemA.{ CZ. Rizzolti> Daca (a, J N° ( p. ne sunt doud siruri 


de numere reale care indeplinesc conditiile: 


(i) lim a=0; lim @ = 0 
n ->c R n ->c@ me 
(ii) sirul ( B. 25 este strict monoton ( cres-— 


cAtor sau descrescadtor ) 


(iii) existaA 2 = lim —™* ” 
ey fe] =f 
-> CO net n 
a & 
Atunci lim ao = 2% 
n-=>o@ n } 
EXERCITII: ' 
5 
tt. we SSS f 
n 2 : 
n 
io 17+ 274 ... + nt 
“ae a= 
nN 3 
n 
s 1P+ 2P+ 12. + nP 
De a = : 
n nPt 
P+ 3Pe 12. + (2n — 1)? 
4. a= Do ee es A gy nee ee Z 
n nP?* 
P, oPn 6. 4 iP 
5S. am SOS : Dey el ee 
- oP Pp 
n 
) (4k —1)? eae 
6. a= Ee aa 
.n “iP. 
7 xe 1°3 + 3°S5 +.... + (2m -1)(2n + 1) 
: n 2 
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1-2:-..-°k + 2°3:2..°(kKt+1) + 22. + (M—kK+1)-(M—-kt+2)-...°-n 


_ nf (nt+i)(nt+2) ... (2n) 
n- n! 


.™ 

a ee SC Jae eS oe 
n mead 

k=4 


(ind. : amplificare cu conjugata,metoda majorarii $i 
minorarii,lema Cesaro-Stolz). 


* 


5S. Fie x = In(1 + x) 5 %, > 0. Utilizdnd lema Cesaro-Stolz 


sa se arate ca lim nox = aa 
n -> a 


* (Ind. : nx,= Se 
nn 


s 
x 


. 


n 


QTII. Calculati limitele urmatoarelor siruri in ipoteza ca ele 


existaAs 


Net n 
1. l= Yin+iy! +y¥n! ( sirul Lalescu ) 
2 a= rtf (n + 2)(n + S) eee (2N + 2) 
° n (n + 1)! 
_ nf (mn +1)(n + 2) 2... (2n) 
n! 


- 1 1 : 
3. odie ge | ceca a) stiind cA: 
- n 
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Ps > a- =) 


4 Qos Ae sin 1 sin 2 re + sin n 
a n7+ 1 n7+ 2 n7+ n 
prt Pp 
5. a= 17+ 2P+ 1... nP- 2 eee 
n 2 


unce p > 0 si c este constanta lui Euler. 


Raspunsurt: 


1. Aplicam lema Cesaro —- Stolz pentru a 


i/fe. 


- Inn-ce 


Si 


unde p > O 


¥(n+1)!' si Bo =zRn. 
3 n 


1 
a 
ne 


. er / 17.” = . ; : 
Avem lim a / BR. ced n! fn 1fe $i prin ipotez4 rezultd 
lim (a = afKe 7 B.) = l,deci l = 
& Considerdm a=1+ 24+... 4 
n 2 n 
a mee _ - in 2 
Koei nea “nh a nti nt 
a 1 1 
nei n - 
(n + 1)? n? 
P. Pp 1 n 
es ain + i) n+ 1 + In are at _ 
nP — (n + 1)? 


Pp 
it Codec eee wee once, 
= $i tinem cont ca 


P Pp 
i rie n 
: n+ i as er ee 
ei i 2 
n ->c = 
2 
n 
“ 
Oo @aca 
atasat4) obtinem: i= + daca 
fo =) daca 
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poate utiliza functia 


t3. UTILIZAREA TEOREMEI LUI LAGRANGE. 


Teorema: ( Lagrange, (1736-1813) ). Daca fs: [a,b}) —— R 


este continud pe La,b} $i derivabila pe (a,b), 


f(b) —- f(a) 


——> =r(er 4 


atunci: 3dceEéita,b) ai. 
Aceasta teoremAa se poate utiliza pentru: 


CAD Caltculul limitelor de siruri in care poate fi pusa in evi- 
Genia oO =xpresie de forma: 


f(b) — fla) 


SS (3.6) 
pentru functia atasata. 
; i \" 1 n 
Exemplu: a= yon e + oe - (1 + ae) 
Rezolvare: a} punem in evidentda o expresie de forma (3.6) con- 
: 1" * 
Siderand f(x) = [2 + =| « f : In,n+1] >R, nen . 


Db) aplicdm tecrema lui Lagrange functiei f pe in- 


Ff(n+1) — fn) 
n+i-n 


f(b) — fla} 
b-a 


tervalul [n,n+1]} : 3c e (n,n+13_ = f’(c. 


c)} inlocuim in a expresia cu 
nN 


1 37° 1 t 
f‘(c ). Obtinem: asve (i+ i)” infer 2 )- ee 
n ° c c i+c. 


d) utilizdm inegalitdatile: n<c<n+i- pentru a 


obtine majorari ( minorari ) convenabile. tn cazul nostru, avem: 
1 Ue 2 ees. wae. Be < 
+ co n° n+ 2 1 co n 


RezultAar _ : - 


a (Bey are eee 


n 


1 1 
+ + 1 


n 1 
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c 
— n . n-z 
= A 1 + os an [1 + =~} - oa ——> 0-e-0 = O; 


n 


CB) Calculul limitelor de siruri ce pot fi puse sub una din 


formeles 
1. a= f° (1) + F£°(2) + «2. + F° (Nn) 


a= f'(1) + £°(2) + ... + f'(n) — Flr), 
B n 
f fiind o functie careia i se poate aplica teorema lui Lagrange 


pe intervalele: [En,n+i]) , neN. 


Odservatie: gsirurile de forma +s sunt intotdeauna monctone gi 


marginite ( deci convergente ) daca f este co functie derivabila 


pe R $i astfel incit f si f’ au monotonii diferite. 


Bemonstratte: pentru a face o alegere, sA presupunem ca f este 


crescétoare $i f° descrescatoare; 


al- as [-f°(1) + £°(2) + 20. + fF (nd — F(n+i) 12 
ni n : 


1. monotonia: 
- [ #°(1) + £°(2) + 2. + fin) - fin) J = 
= f’ (nti) -— ( f(nti) - f(n) } 


2. aplicAam teorema lui Lagrange functiei f pe intervaiul 


Cn,nt+1} : 


3 c. e (n , ntl) a.i. f(nti) - f(n) = f'(c) (3.7) 


i 
W 


n< ci< n+1 Ff’ (n) > f’(c ) > f° (n+i) {3.8} 


deci a -~a= f'(nt+i) — fF’ (ce ) < O { F° —- descrescAtoare ) de 
ne n n 


unde deducem cA sirul este descrescdator. 


3. mAarginirea: gsirul fiind descrescdatcr, este mAarginit superior 


de at: Mai trebuie g4asitAa o margine inferioara. Pentru aceasta, 


scriem (3.8) incepand de la m= 1 $1 oObtinem astfel posibilita-— 


115 


tea de a minora ( majora ) girul ai? 


n=1 1< cs 2 => f° (1) > f’'(c)) > f° (2) 
n=2 2< c.< 3 => f°(2) > f°(c,) > F° CS) 
n=3 3c cK 4 => £°(3) > Fle) > £0) 
nn n< c< n+l => Ff‘ (n) > f'(c) > f° (n+1) 
deci a= f° (1) + £°(2) +-..- + F' (nm) — F(N) > 
> f’(c.) + Ff’ (c_) + 2. + F’ (Cc) — Fin) 
1 2 n 
Obtinem un inlocuitor convenabil pentru sumas 
f’'(c ) + Ff’ (cC_) + «0. + F'(C ) 
4 2 n 
Scriem relatia (3.7) incepand de la n= 1 $i adundm egalita- 


tile obtinute: 


n=1 ace ( » 2) (2) - f(1) = t'(c) 
n= 2 ace (2, 3) #(3) ~ £(2) = f° (c)) 
n=3 3ce (3, 4) #(4) -— #(3) = f'(c)) 
n=n Jce (nm, n+ 1) f(n + 1) - Fin) = f'(c ) 


f(nm + 1) - f(1) = 
a f°(c) + f° (c,)) + ... + f'(c ) 
rezultas as f(m + 1) -— F(1) - fm) < -— F(1) |, Prin urmare, 


sirul este mAarginit inferior. Este deci convergent. Limita sa 


este un numdar intre —- f(1) $i a: 


EXERCITIT: 


I. Utilizand teorema lui Lagrange, sa se calculeze limitele 


Sirurilor: 


4. 


5. 


( arctg(n+1) - arctgn J 


1 


(n + 1)? ) 


4 
a= n? a n n+ 
n 
nei 
a= n?-1n 
n n 
ae= nn? 
n 
1 
a nP —  - 
nt 
N+t n 
a -a 
a= 
nP 
sin — - sin 
a= a 
n ne+ei 
in 
n 
2 [ arctg n 
a=n 
n n 


arctg(n + 1) } 


n+i 


SA se studieze convergenta sirurilors 


a=i1+ 
n 
a=i1+ 
n 
a= 1 


ee oe 
n 


—: 


a 
n 
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Inn ( limita acestui sir 


se numeste constanta 
lui Euler cc €&€ (0,4) 


« sumele partiale ale seriei 


fee] 


é 4 
armontrce ) — i>? 
L 


c 
a 


i=a 


sumele partiale ale seriei 
rmonice generalizate > 


> 


7. az = + = + ae. + a - arctg n 
n n* +1 
Indicatte: 4. sentru a avea una din formele 1. sau 25 determi- 
nam pe f tin@nd cont c4: f'(k) = ——t— , deci f’ (x) = ——t— 
Pp . ; k-Ink ” ; %-In x 
: 1 : 
{ = oe = = 
Si ffx) f lao dx in In x . Aplicam Pentru aceasta func 


tie etapele din demonstratiile de la inceputul acestui paragraf. 


Iit. SA se arate cas ” 


2. 1999-144 —P + Lie 11. + 1 « 1999 


f2 43 y¥ 10° 
a. Baio =o: Spa Sere hae 
42 vs 10% 
i 


7 + 
2 
}<a+ i + 7 ee ee 


3. = P ; [ae 2 - : “ 
¥2 ¥3 aP* 
1 i eae = | 
sae | p 
1 1 1 n+i 
a se epee Se Se SENSE,  « 2 


Indicatie: 1. trebuie aradatat cA: 


1998 < #'(1) + #'°€2) + ... #'°(10%) © 1999 


pentru f(x) = f tay, =2¥%x . 
¥Y x 


Seria armonica Seria 1 + > + = Pee, — + ..- Sse 


numeste serie armonica deoarece are proprietatea: oricare trei 


termeni consecutivi sunt in progresie armonica. tntr-adevar, daca 


notam b= os avem b= ——— - Mult timp s-a cre2zut 
on n n 1 : 1 
6 b 
n-4i net 


cA acaestA serie are o suma s finita. In antichitate se cAuta 
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ebtinerea valorii aproximative a lui s, icuiand suma a cat mai 
mull termeni ai seriei. Ast4azi se stie cA s = om { Seria armo- 
nica este divergenta ) . Mentionam cateva din metodele cu care se 
poate ardta acest lucru,metode care utilizeazS exercitii din manu- 


alele de liceu,sau exercitii de nivelul celor de liceu: 


i. Teorema lui Lagrange ( exercitiul I.2 ) 


2. Inegalitatea: + 


1 
+1 n 


1 1 13 
n ne. + eee + i Sr > ya 


care se demonstreaza prin inductie in clasa X-a. Intr-adevar, 


daca s ar avea o valoare finitda: 


1 1 1 
— => evna + ——- + ee = 
1 + > + = + = s < @ 
; = A 1 
atunci notand R= + = + ... am aveas atR=s 
n nei netedZ n 
$i deoarece s = lima , deducem tim R= Oo. 
nm ->cO nN -20O 
ae 1 1 1 1 2 
Dar (fa ee © Ace ee on an + 1 eng ae 
1. 1 1 13 
> —— >= +... =— = 
na. or Sas a * Sr 7 Ba 


ceci Ro nu tinde la zero. Asadar nici s nu este finit . 


‘ 


ane 2 Sie : i 1 1 
3. Utilizarea limitei lim (wer + ar oes Be + .22 + $n Jain 2 
n->o@ 
care se studiazAa in clasa XII —- a. 


4. Utilizarea inegalitAtiis: 


1 1 1 1 oe 


+ = + + .20 + > : 
2 


1+ Leu 
n 2 


es 3 ceo 
5S. Utilizarea definitiei integralei (sume Riemann) (vezi me- 


toda 16,exercitiul II.) . 
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£14. SIRURI DATE PRIN RELATII DE RECURENTA. 


CAD RECURENTA LINIARA 


“4. Recurenta liniarA de ordinul intli 


Este de forma: 


a =a-ar , cua dat 
net n o 


Expresia termenului general rezulta observind cas 


a =q-a=q*-:a =... = q”™*-a 
net n n-41 o 

deci a = rae a. 

nea o 
Exemplu: a -a= ir cua_ dat. : 
‘. nes n 10 “n * o 
11 11 y\nes 
4 = = — : * 
Avem: a = sa, ( 10 ay 


2. Recurenta liniarad de ordin doi 


Este de formas: 


a =aa t+aa >» Cua $ia dati. 
nei in 2 n-4 o 4 7 


Pentru a gAasi expresia termenului general in acest caz. ne 


folosim de expresia termenului general de la recurenta de ordinul 


n 


intai. Am vAzut ca pentru aceasta recurentda avem: aS Os Cau- 


tam $i pentru recufenta de ordinul doi termenul general de aceeasi- 
forma: 


a = c-‘g . c fiind co constanta inca nedeterminata. 


Inlocuind in relatia de recurenta, obtinem: 


nes 


n n~-4 
= a + 2 
q = sa q a q 


de unde, imp4rtind cu q™* 


» obtinem ecuatia caracteristicas 
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2 
q aq is oO 


Consideram urmaAtoarele cazuri: 


a A>o?O ( ecuatia caracteristica are raddacini reale $i 


distincte q, Si q, } 


In ecest caz, neexistand motiv pentru a neglija una dintre rad4a— 


cini, modificam expresia luli a. considerand-o de forma: - 


$i determinam constantele Cc, Si Cc, astfel inca&t primii doi 


termeni ai sirului sa aiba valorile date initial. 


Exemplu: a =a ta » CUa= a= 1 (Sirul lui Fibonacci, 
Net n n-1 oO 4 
Ecuatia caracteristica este: q*- qGg-1= 0 cu raddaciniles 
q= ee eats A ‘$i Qe a - Considerand a de forma: 
_ "4 2 2 = n 
Se fee Sg oes ys 
n 4 2 2 2 - 
ass 1 
Gin sistemul: a obtinem: 
4 
c= y¥3 -1 2 c= ¥ 5 + 1 
2¥ 5 2¥ 5 
n n 
v - y¥ 5 
deci a= Z [ 7 5 2 } [ x > } »n2o0d. 
ys 
. 1+7¥5 5 z . : . 
Odservatite: i ao. ae este cunoscut inca din antichitate 


sub numele de numoarul de aur. £1 este limita sgirului: 


a= i+ 21+... t+ Vi (nm radicali) (se aplica metoda 11). 
Acest num4r se regdaseste adeseori in natura ( dispunerea crengi-—- 


lor pe copaci, a frunzelor pe ramuri, proportii in corpul omenesc 
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etc.(Pentru amanunte vezi de exemplu Matila Ghika: Estetica st te- 


oria artet,Editura stiintifica $i enciclopedica,Bucuresti,19981). 


b> A= O ( ecuatia caracteristica are rAadAcini egale qa, ) 


In acest caz consideraAm a, de forma: 
a=c-q’ +n-c-q" 
n 1 a 2 q, 
( adica a= qi Pen) » cu seg polinom de gradul unu )-$i deter- 


< 


minam pe c. $1 Cc, punand aceeasi conditie, ca primii doi termeni 


SA aibA valorile date initial. 


i 


Exemptu: a aaa 7 4, = a 1, a= 2 is 
Ltudnd a= c-q” obtinem ecuatia caracteristica: 
n 
2 i stl 1 
_- + —_ = = = — a 
q q a (oar cu rAadacinile qa, q, 5 


Considerand: 


a ok 
a7t->CUCC 


n nn 
<= 


( 6n - 4) si lim .= Oo. 
n->oa 


e> A* O ft eCuatia caracteristica are rAad4cini complexe ) 


Fie acestea: qa r(cos t + i-sin t ) gi q= r(cos t — i-sin t } 
Avem: a= coo. + c.9 s dar pentru a folosi doar numere reale, 
n 


a a - Fs - n é n “ 
se arata ca putem inloculi pe q, 92 G, respectiv cu: 


+ 
n 2 n_. 
ee hr cos nt $i —S oe resin nt 
he 


- z n Z 
Atunci putem scrie a=r ( c,cos nt + c)sin nt de. 
i : 
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3. Recurentada liniara de ordin h (mai mare decat 2) 


Este de forma: 


a =aca + asa + coer tQAea 
neh a neh-4 2 neh-2 h n 


cu primii h termeni dati. 
Frocedand ca ia recurenta de ordin doi, combindam a”= c‘q $1 
punem conditia sda fie satisfAacuta relatia de recurenta. Obtinem 


ecuatia caracteristica: 


Distingem urmdtoarele cazuri: 
a>) dacAa ecuatia cCaracteristica are toate radAacinile reale $i 


distincte: qos q-? erete: Li9 q,, : vom considera pe ade forma: 
* n 


a=c: +c: Fo dda fC. 
n 1 a, 2 92 h 4 


$i determinam constantele c » 1 € 1, , pundnd conditia ca primii 


k termeni ai sirului sA aibAa valorile date initial. 


b>) dacA Go radacina, de exemplu Gy: este multipla de ordin s, 


= —_ = 7 z . as) ns) an 
( qa qo= <--> q. ?}. inlocuim suma c, qa, + c, a, 5 ae ee a co q. 
din expresia lui a cu: c:P (n), P fiind-un polinom de 
n 4 s-1i s-1 
grad s-1, ai cAarui coeficienti se determina punand conditia ca 


primii s termeni sda aiba valorile date initial. 

c)} dac&a o raddacina, de exemplu WW este complexa, atunci $i 
conjugata ei este o radAcina a ecatiei caracteristice ( fie de 
exemplu a, } . In acest caz inlocuim in expresia lui a, suma: 
eq’ + c-+q” cu: 

144 2°92 i 


n 7 2 
r ( c,cos nt + c {sin nt ) 


iar daca rAdaAcina qa, este multiplAa de ordins ( q=q=... q. $i 
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Q =q =... =q =q } Iinlocuim in expresia lui a termenii 
seri s+2 2s 4 n 


ce contin rad4acina complexa4a cus 


n e ‘ n é 
r ¢ c,cos nt + c,sin nt) +n-r ( c,cos nt + cysin VCE Dy oe at 


a-1 n 
esa ER ‘re Cc. 


cos nt + c sin nt ). 
4 2s 


EXERCITI TI: 


I. Determinati expresia termenttlui general si caiculati limita 


pentrus 
z 
i. a a= 5 a 5 cu a_ dat 
N+ n 
x 
e. a =a icin» ‘ cua=a 
nei n Oo 
x 
3. a =aisca cu a = ln x 
n+ n Cc 
3:a =a 
nea n 
4. a = cua=i1,a=2 
N+2 os i 2 
5. a =2:a - Pea ‘'cua=i1,a=2 
n+2 n+a n 4 2 
5. a = 7-a - 16-a + 12-a 7 a=@,a=i,a=-t1 
n+3 n+2 n+1 n oO 1 2 
7. a = 3-a =a: | rua s a@€a=i1.,a=6,a= 17 
n+3 n+2 mM+41 n oO 1 2 
8. 2a + 2:a + 3'a + 2'a +a =O , 
n+s n+3 n+2 ntre n 
a=a=0 , a=-1,a=°0 
oO 4 2 3 


II. 1. SA se determine a astfel incadt sgirul dat prin relatia de 
recurenta: a =a-a = 3:a » @=0O0 , a=2 sa aiba li- 
n+2 nei n . 1 2 
mita $i s&A se caliculeze limita. 
e. Scrieti relatiile de recurenta si termenii generali a1 
Sirurilor pentru care: a= A al= 2 , iar rAadAacinile ecuatiei 


Caracteristice sunts 
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a) q=1,q=-=z> 


4 2 2 
= _ di 
Pp) Aa aero 
_ ative _ 1-ai-V3 
ee Og ae, eR 2 


d> Qz=itisaryi-isaq=t 


3. Fie a= Ara” + B-A” > cua, Birga, ff? ER Gi 


A, Bx 0,fa]l # [f@]-Sa se determin a si f astfel ca: 


a) gsirul (x) sa fie convergent; 


b) lia x =o 

n2oO n “ 
Cc) lim x =- ® 

n3@ on 


4. Fie a=A-a + Bin. ,n21,cuA,B,a,f%@eER, 


A. B # 0.S4 se determine a $i,f? astfel ca sirul sa fie convergent. 


(B) RECURENTA NELINIARA 


1. Recurentad4 de forma a. =aatf,., cu 35 dat 


Expresia termenului general se obtine observand ca daca ? este 


radaciana a ecuatiei l=al+ fF ¢ obtinuta inlocuind pea. $1 


a cul in relatia de recurenté ) atunci sirul (a- i J nen 


este o progresie geometrica. 


1 i n 
EXOROtNY: 2 eg a 


t 1 


u 
= 
. 


Din ecuatia 2 deducem 1 


+ 
2 


Atunci $irul (a- 1 ) nN este o progresie geometrica. 
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Fie b=a-i1.Avem PF=Fa-t=-—. , bF=a-1 
n n a 2 2 2 
2 a0 
Ratia progresiei geometrice este deci: gq = > - Obtinems 
7 n-4s n 
b=. be? See mr) ee 
n rt 2 2 2 


2. Recurenta de forma Ce ava + fin) 
pale roca Esra arc St Lae ee eee _———_] 


{ f fiind o functie Garecare ) 


Termenul general se gaseste pe baza observatiei cA daca 

(b_ } ay este un sir care verifica aceeasi relatie de recurenta, 
n n 

atunci orice sir (a, nen care verificAa relatia data este de 


forma: 
n 
arcea +b .» cu c=a-b 
n n 


tn practica se alege BS de forma: 
b = f(n) 
n 
coeficientii lui f fiind nedeterminati. Acesti coeficienti se 
determina punand conditia ca ( b j sa verifice relatia de 
7 n nan 


recurenta. » 


Caz particular: recurenta de forma: 
rm 
aa ALF GZ -P(n) 


cu P polinom de grad s . 


_ ‘ n 2 = 
Exemplu: i ee a > aye 


CAautam sgirul be de forma: b = 2\( u-n?7+ vin +w J . Punem con- 
n 
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ditia ca s4 verifice r@latia de recurentdé data: 


Cb. Jen 


bo sb + 5°( n7+ 2n + 3 J 


Obtinem: 


a aes | u(n + 1)7+ vin + 1) +w } = 3-5°( un*+ vn + w ) + 


+ 5"( n+ 2n +3) 


1 


Prin identificare rezulta: a= sz» v= - = > w= a? 


F a “24 ; = th = cS 
deci: bo= => si a= 5 ( a, by ) + b= 
oe EFS te ie eS 24 ogné 2 oe. 3 
a ge te SB ee See ee ee en) eas 
3. MecurentA de forma a = t( a J 
rr eee Yeo Go nn _ 


( cu f:fa.b} > R functie “continua ) 


Teocrema:{] 1. Daca functia f:[La;b] 


> R este cantinuad si 

crescatoars pe [a,b] , atunci: 

a) dacA a>ai, girul ( ay Jinan este crescAtor 

b) daca a,“ as: Sirul ( a. deen este descrescator 
Linta sirului este un punct fix al lui f , adica o so- 
tie a ecuatiei caracteristice f(x) = xX. 
2. Daca f este descrescdatoare pe [a,b] , atunci subsi- 
rurile de indice par respectiv impar ale lui ( a. Jeu 
sint monotone si de monotonii diferite. Daca aceste 
doud subsiruri au limite, atunci acestea sunt egale. 


2 
2ta 
n 


Exempltui: a=10, ane coe ee 
. n 
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Avem f(x) = ——s— 3; din tabelul de variatie deducem ca f 


este descrescAdtoare pe (e » V¥2 ) $i crescdtoare pe ( v2, oo) - 


Prin inductie se demonstreaz4a ca a? y¥2 , $i cum a= del < a, 
inseamna ca sirul este descrescator. 
M4arginirea se poate deduce din proprietatea functiilor cantinue 


definite pe intervale inchise $i m&rginite de a fi marginite. 


Ecuatia caracteristica f(x) = x are radAcinile x =+7V2~, 


1.2 
deci ~=ay¥2?. 


Caz particular: recurenta omografica: 


aa + 
cena 


a er s cua dat 
net re) 
ya + 6 
n 
. axt GB : : : : 
Avem:s f(x) = oe ae. numita functie omografica $i: 
‘. = as —- By : . ‘ : 
f° (x) = —————-  ,_ deci monotonia lui f-depinde de semnul 


iy-x + 8) 


expresiei a-6-f?r. 


Daca a * sunt radacinile ecuatiei caracteristice f(x) = x, 
vex, +6. A 
notand: @ = -——-——— se poate arAta cA termenul general a al 
rx. + 6 n 


2 


Sirului este dat de relatia: 


or > n n Re ~ o 
=e. ~ 
x= 4S 
a n a o 
Exemplu: a=1, a = Z = 
o nes i+a 


n 


SA se arate ca: acactac... 4¢1¢ 2.4. < avaca. De 
4 3 5 4 2 o 


aici rezulta cA sirul este convergent ( se descompune in douad 
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subsiruri convergente ) . Se deduce cA limita sirului este 1. 


EXERCITI I: 
I. Determinati termenul general si studiati convergenta 


Sirurilor:s 


1. az=i1 .,.a = a-a + 1- cu jal < 1 
4 nea n 
2 az it a= 2at+3s(n -n- 1 } 
oO 2 ? net n 
3. a=o0 - a = ae + eles 
oO nea 2ién 5n 
2 
4. a=oO0 : a = Je + oN 
oO 7 net 2in n 
2 
a. 
5S a=1 , a = 
Oo Ted = 
a +1 
n 
" = 2 
6. aa 1 3 ee i 1 re a 
n 
2a. aes | 
os + tos Fee 2a +5 
8. a= ges ss: @ =a-a +b. Determinati coeficientii a $i 
oO 2 n+i n z : 


b astfel incat sirul sa aiba limita finita. Calculati aceasta 


limita. 
3 az2 a = paras este periodic 
° 4 id n+4 2- a. Pp 7 
II. 1 re) ae ae Z i + ; =1 
- 1. x (oO; a ) ( 7 a ) 3 sin. x + cos x = 
x2 + 4-x 
2 x=a x = = = 
" o : rea 8 
: = ee ok a 
Sey, Rory oat Ne ee [ “na” OX } 
n-4 
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£15. ORICE SIR Cauchy DE NUMERE REALE ESTE CONVERGENT 


Unul din exercitiile recapitulative din manualul de analiza 
pentru cilasa a XI-a cere sA4 se’arate cA daca un sir ( a ie 
; n 4neah 
de numere reale este convergent, atunci:? 
Veo>a 3neWN VmwnZe fa -a [ ¢ € (3.93 
é m n 


Un sir care satisface conditia (3.8) se numeste sir Cauchy sau 


sir fundamental. Se demonstreazda cA un sir de numere reale este 


convergent daca $i numai daca este sir Cauchy. Aceastda propozitie 
permite demonstrarea convergentei unor sSiruri aratand ca ele sunt 
Siruri Cauchy. 

In astfel de exercitii se foloseste conditia: 
Veo>o | n€ N Vm,n 2 n. YpeN | o ail f< € (3.9) 


care este echivalenta cu (3.9) dar mai comod de folosit. 


Exemplu: == 1 + a + — ey Stele + — 

Trebuie aratat ca: 

(a) VWVeoo 3aneN Vn2n ¥YpewlN Ja rc-cal<e 
é € n+p no 


(b) fie e> 9O. SA vedem daca exista nr. astfel incat sda aiba 


loc proprietatea (a) 


ss 1 1 
PED ERK Rea on Gee ple ee a 
1 = 
ote nr east. 
a } 1 , 1 
7 i Gores + i)(n +2)... (n+ pp Tc wet | : 
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P p-4 een a 
ea | Bae ge Se eee ae ea) ee 2 
n! 2 2 2 n! ee 1 
2 
ee eee ae ee, Lee 
n! i n! n 
2 
2. : 2 
{d} punem conditia: mw * eS St obtinem nm > i 5 


lua: n = [=] + 1 Ps 
e é 


EXERCITII: 


T-. Sa se arate ca urmdtoarele $Siruri sunt fundamentale: 


“Aw 


deci putem 


ee a= i 
n n 
_ 1 1 1 
- a 1-3 2°4 te igtier ie n(n + 2) 
3. a=i1+ a + i 4 alc: SE 1 
n 22 =e ar 
ri SS 4g cos x cos = Bnet Pate cos nx 
3 3 3 a 
5. ree sin x , sin 2x ree sin nx 
i n+ 1 n? + 2 no+n 
6. Stee cos x , cos 2x Sey ioe ste cos nx 
n 2 22 2” 
cos a, cos oO, cos a 
5 = SSS ane pce tL 
os a eS a 2 | ntn + 1) 
1 1 1 n-1 1 
= - => — - — + ..ee H(- — 
3. a. 1 5 + = ra (-1) = 
3. Fie a= b+bt+ .... + Bb unde: 
- < 
a) b. ae (8) 
b eevee Poe iste 
> I bl > | bl > } bo 
ca) lim b= 0 
n-o>@ * ; 
SA se arate cA | a -al<b pentru orice n,pewWN. Sa 
n+p n n+4t 
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